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第 一 章 ”线性 代数 基础 


我 们 总 是 习惯 于 在 通常 的 欧 几 里 德 空间 ”中考 讶 和 研究 问 
题 ,你 能 说 出 其 中 的 道理 是 ?不 言 而 噬 , 我 们 置身 于 这 一 宪 间 之 中 ， 
、 对 于 在 这 种 空间 描述 的 问题 当然 易于 体察 。 也 就 是 说 ， 过 ? 中 有 
与 我 们 直觉 思维 租 合 的 欧 恩 几何 ， 它 具体 、 形 象 ， 能 启发 我 们 去 
想象 。 还 有 ， 我 们 从 中 学 到 大 学 所 学 到 的 初等 数学 和 高 等 数学 的 
理论 与 方法 ,都 是 在 E* 中 建立 起 来 的 ,一 旬 话 ，E* 中 的 几何 对 象 
我 们 感到 生动 具体 ,EE* 中 所 采用 的 数学 工具 我 们 不 到 诡 悉 。 所 以 
任 赵 到 问题 时 ,总 希望 论 象 在 上 2? 中 一 样 得 到 几何 解释 ,也 希望 能 
用 得 心 应 手 的 厘 论 廊 染 加 以 解决 。 不 过 ， 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 
我 们 要 研究 的 对 象 已 远 远 超出 了 5 的 范围 。 傅 如 ， 在 系统 工程 
和 现代 控制 理论 中 ， 需 要 研 突 状态 向 是 的 集合 : 在 信息 工程 中 ， 
需要 研究 各 种 序列 的 集合 ; 在 微分 方程 、 积 分 方程 和 画 数 逼近 理 
诊 申 ， 需 要 研究 各 类 醒 数 的 集合 * 在 数 信 分 析 和 计算 中 ， 则 需要 
研究 什 阵 或 变换 的 集合 ; 等 等 。 这 时 ， 我 们 自然 会 提出 这 样 的 一 
个 问题 : 对 于 一 般 性 的 抽象 集合 ， 能 将 也 建 豆 起 关 似 于 EE? 中 的 
一 些 绪 构 ， 把 严 ” 中 的 某 些 经 典 理 论 和 方法 也 平行 地 转移 过 来 ， 
处 而 使 来 自 丰 同 领 域 的 各 种 复杂 问题 能 有 一 个 统一 的 数学 描述 ， 
能 有 一 个 简单 直观 的 儿 何 解释 ， 能 用 与 ?中 的 共同 原理 加 以 解 
决 。 事 实 表 明 ， 这 种 想法 在 一 定 程度 上 是 可 行 的 。 这 也 是 线性 代 
数 和 活 画 分 析 的 出 发 点 之 一 。 但 是 ， 票 达到 这 样 一 个 自 的 ， 首 先 
要 认 篇 地 考 窒 3 的 数学 结构 。 

内 数 掌上 不 难看 出 ， 互 ? 吾 少 有 以 下 几 重 结构 ， 

集合 论 方面 的 结构 。 五 中 的 点 可 以 看 作 三 维 实 坐 标 向 量 的 
集合 


Vo {x=(E1, £1, §3)|E1eR} 
我 们 把 它 叫 做 案 间 五 的 其 人 各。 对 的 子 集 引 [天 集合 诊 由 的 充 、 
着 、 守 【 门 、U 、5c) 三 种 运算 ， 便 成 为 一 个 集合 代数 【Bocle 代 
数 )》 。 
拓扑 方面 的 结构 。 对 六 中 的 晴 点 
X= Ss Sa) d= (1 Was ns) 
控 时 党 涉 
dx WILE 1 + (S.-H 
二 (83— 3) 1] 
规定 距离 ， 塌 就 是 在 基 和 化 上 定 头 距离 廿 数 ， 便 成 为 一 个 鞍 离 空 
癌 《和 这 是 一 个 最 党 击 的 拓扑 鹤 同 》 。 有 由 距离 在 扩 中 是 驻 开 集 、， 闭 
焦 、 委 成 、 扣 列 的 星 黎 性、 贞 身 的 连续 性 等 拓扑 笋 全 ， 从 而 为 建 
让 五 "于 的 微分 学 贯 定 基础 。 
代数 方面 的 结构 。 对 六 中 的 向 量规 定 夯 沪 及 与 实数 的 乘法 运 


es 


X= Es 二 ns Sa+?s) 

A "Hy (LE Ls A AE3) 
很 显然 ， 计 油 种 运算 的 结果 旱 仍 是 玉 中 的 向 量 ， 卫 潇 足 一 定 的 法 
则 。 这 样 便 成 为 实数 域 R 上 的 一 个 线性 空间 。 据 上 述 两 种 运算 定 
芯 辐 量 的 相关 性 、 子 空间 、 上 诡 与 维 数 ， 以 及 起 变换 和 坐标 变换 


ET 
Ho 


欧 氏 几何 方面 的 结构 。 在 中 规定 向 量 x 和 ?的 点 积 : 
《xy) 二 Er 十 二 十 
再 由 《x17=:0 规 定 x 与 了 正 变 【期 答 抽 ) 。 还 可 进一步 规 定 癌 
最 的 长 挛 ， | 六 共 回 的 夹 角 ， 正 变 变换 ， 研究 五 * 中 的 几何 对 象 在 
正 变 变 换 群 之 下 的 不 变 映 ， 凤 所 谓 的 欧 氏 几何 学 。 
测度 论 方 面 的 结构 。 把 入 中 的 向 量 视 为 攻 : 由 的 点 ， 对 于 EE 
中 总线 上 ,平面 上 、 空 简 中 的 点 梨 ， 分 别 考 虑 它们 所 稳 成 的 “长 


诬 ”、“ 面 积 ”、“ 体 积 ”， 从 而 引入 抽象 测度 的 概念 。 这 为 
天 ?上 的 积分 学 质 定 了 基础 。 

上 上 浊 用 孝 结 构 诈 EE* 中 不 症 手 下 的 , 诉 芯 育 首 密切 的 联系 。 川 
数学 的 术 运 来 讲 , 就 是 所 眠 予 基 集 玉 的 玫 种 辣 构 彼 比 是 相 容 的 ,我 
站 也 看 到 罕 卫 中 的 其 些 玫 何 观 念 基 肌 拓 笠 结构 提供 午 《 如 刍 碟 、 
并 集 、， 同 种 等 ) ; 有 一 些 儿 何 观 念 吕 由 代数 缚 爸 扣 供 的 《 疡 上 店 
底 ， 坐 标 ， 维 数 ， 基 变 担 与 坐标 变换 各) ; 还 有 一 些 几 何 观 仿 ， 
好 正 变性 ， 正 冯 变 换 等 ， 是 由 几 种 结构 的 结合 所 提供 的 特别 总 
上 仪 微 积分 ， 宙 是 几 和 :结构 多 商议 综 合 ， 

从 以 上 的 分 析 看 ， 要 想 把 ?的 结 移 推广 天 一 般 的 集合 ， 央 
先 要 考虑 把 几 部 结 攀 分 别 作 相 应 的 扒 广 。 本 意 就 按 这 种 想法 ， 先 
拭 子 集 台 己 代 数 结 构 ， 使 之 成 为 -一休 线 狂 空间 。 然 后， 进一步 试 
对 内 积 《地 FE? 中 点 积 的 推广 )， 村 由 之 导 沁 几何 结构 及 拓扑 结 
桩 ， 使 之 成 为 抽象 的 欧 红 空间 战 西 空间 。 最 后 益 虚 空间 上 的 线性 
蛮 换 。 这 样 便 简明 振 柄 地 给 出 线性 代数 的 起 础 知 这。 学 过 这 部 分 
闪 容 的 读者 ， 作 为 复习 浏览 一 二 就行 了 。 而 愉 学 过 线性 代数 初步 
的 读者 ， 允 花 相 当 的 时 间 认 车 较 读 ， 基 好 能 驮 考 悍 详尽 的 费 奸 
《如 北大 编 科 南 等 代数 2? 号 张 远 达 编 《< 线 性 代数 原理 3 》。 


第 一 上 闻 ”线性 空间 
一 、 定 义 及 例子 


定 久 1,1.1 【线性 空间 ) 一 个 线性 溢 辐 起 由 下 而 几 个 部 分 
组 成 的 ， 

1 一 个 环 瑟 ， 其 元 素 旺 人 慌 标 董 ! 
2、 一 个 集 全 六， 其 元 玲 叫 做 庙 量 ; 

3。 一 企 称 作为 周 量 加 法 的 和 运算， 记 之 轴 “+T”。 也 就 共 
说 ， 对 玉 申 的 每 一 对 向 量 x，#， 都 有 有 玉 中 和 的 一 个 向 晤 x 二 1 与 之 对 
末 ， 开 对 全 关 与 了 的 和 ， 且 灌 足 


(a) 加 法 变换 律 ，x +y 二 y 十 *! 

(5) 加 法 结合 律 ，x +{y 十 2) 二 {x 十 #) 十 2 

(ce) 在 入 中 存在 瞧 一 的 向 量 0 ， 呈 做 深 向 量 ， 使 得 对 一 切 广 
中 航向 量 %* 有 x 二 0 二 x; 

(d) 泌 玉 中 的 每 个 向 量 x， 都 存在 唯一 的 六 中 的 向 量 -x， 使 
得 x 二 (一 x) 二 0; 

4. -一 个 称 作为 向 量 的 标 晤 乘法 的 运算 。 也 就 是 说 ， 对 域 店 
中 的 每 个 标量 4 入 中 的 舒 个 向 量 x， 都 有 六 中 的 一 个 向 量 4x 与 
之 对 应 ,并 是 做 4 与 x 的 葬 积 ， 且 满足 : 

(Ce) 在 玉 中 存在 标量 1 使 得 对 上 中 的 每 全 向 最 x， 都 有 
二 全 一 六 区 

《FF) 对 玉 中 的 一 切 14，& 和 入 中 的 和 尾 意 x 有 (An)x 一 1(ux); 

(9g) 对 下 中 的 一 亡 4 和 玉 由 的 一 团 x ，## 有 A(x 十 y) 二 x 二 
A 

(有 对 六 中 的 一 切 4， 和 下 中 交 一 切 x 有 (4 二)x 一 
XX 

线性 空间 的 定 交 表明 ， 它 是 环 忆 和 向 景 集合 斑 的 复 台 ; 在 
中 定 艾 了 向 量 的 加 法 ， 在 互 与 捕 之 间 定 只 了 标量 与 向 景 的 芒 法 ， 
捍 且 两 种 运算 揭 结 果 仍 蒂 在 扩 申 ， 即 矿 对 这 是 种 运算 保持 封 财 ; 
同时 这 两 种 运算 志 要 渗 足 天 条 法 则 。 如 果 我 们 把 乘 落 用 符 寻 “-” 
表示 ， 则 上 述 夫 容量 皮 简 记 为 (外 ，fr， 十 ，，，8) ， 这 时 称 玉 
是 域 下 上 的 -个 线性 袜 间 (或 向 便 实 间 ) 。 瑚 买 旦 做 空间 的 基 
集 。 

由 定 总 可 知 ， 若 Txi， Ras ts Xs} 十 线性 空间 {FF, 
十 ，*，，8) 中 的 在 一 组 人 向量，{T 2 A rs “+ 是 任 一 组 标 
量 ， 册 


A 对 
划一 AIX1 Aaxo te td rs = SA, 
r=1 


也 是 广 中 的 向 量 。 这 时 ,我 们 把 # 申 伐 向 最 组 xi， x x 》 
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的 一 个 线性 组 合 ， 而 把 你,xi 电 做 5 的 一 个 线性 甫 出 。 


以 后 我 们 只 讨论 域 下 了 到 实数 域 民 或 复数 域 C 的 情况 ， 但 在 不 
强调 数 域 是 实 的 或 复 的 时 ， 苗 记 为 忆 。 并 把 线性 空间 (天 , 严 ,+， 
wi 8) 简 记 为 了 。 

例 1， 取 基 集 广 二 {xix=(S1s S01, ET CC， 
取 标 量 域 FF=C。 及 设 #=(71 Pa， 9a)TeV,，AseC。 规 
定 : 

],. x=y<> = i=l, 2, wm, Hy 

2. xty=(E, tn ath 1 二,)7， 

3, A*x=(A rds A "ms A ET, 

4, 0=(0, 0, '", 0)To 
则 很 容易 看 由 对 上 上流 运 算 保持 封闭 ， 并 满足 区 条 运算 法 则 。 央 
此 ( 矿 ， 侣 ， 十 ，:，8) 是 一 个 复数 域 上 的 线性 空间 ， 叫 项 ” 维 
复 坐 标 向 量 空 间 ， 记 作 上 "。 类 亿 地 ， 将 例 1 中 的 有 全 换 成 R ， 
则 可 得 5 继 实 坐标 向 其 空间 ， 记 之 为 R"。C* 与 R" 是 最 常用 的 两 
个 线性 空间 。 

值得 注意 的 是 ， 基 集 产 仍 取 例 1 中 的 六 ， 而 域 下 取 实数 域 
RR ， 按 例 1 中 定义 的 运算 , 则 (让 ，R ，+，*，8) 是 实数 域 
R 上 的 一 个 线性 空间 ， 它 与 《"，R* 是 不 同 的 。 而 反 过 来 ， 若 基 
集 取 ， 

V= {x|x=(é1: £2 "rs ET EtR} 
而 域 正 取 复数 域 C ， 仍 按 例 1 规定 运算 ， 则 不 构成 一 个 线性 空 
间 。 汰 什么 ? 

例 2. 取 基 集 广 = { .414=foeryrasn，orrei ， 取 标 最 域 
下 二 。 妈 设 8 二 {bi@1)e 广 ，AteC。 规 定 

ll. A=B<3aj=b,;, li 人 Em, lin, 

2. A+B={ar;+b;;), 


了 AA={ Aar sy), 

4， 依 中 的 需 秽 晤 为 mx n 阶 零 入 阵 。 
则 容易 验证 (I”, C, + :+:, 8) 是 一 个 复数 域 上 的 线性 空间 ， 
记 之 为 C"*"。 类 似 地 可 定义 实数 城 上 的 线性 空间 R”*”。 

例 3。 攻 基 集 一 [pC p62)= 祝 iw" rareR }， 耻 


城 收 二 尺 ， 肥 设 gt x) 二 Shiw", At 尺 。 规 定 
1, plx)=og(tx) ea,= A,, 人 一 站， 1， ‘es Ha 


2. p(x)+a(x)= TD (e+Ar)r"!, 


3. Ap(x)= Tha)", 


4. 玉 中 的 零 向 最 为 等 多 项 式 。 
则 不 难 验 证 六 是 R 上 的 一 个 线性 空间 (。R，+，“。，8) ， 震 
记 之 为 REx],。 如 果 把 矿 改 为 


VY ={ p(x) 1 p(x)= SD air reR， aass0】 


而 其 它 规定 不 变 ， 则 不 再 构成 一 个 线性 空间 。 为 什么 ? ， 
例 4+， 对 固定 的 AeC"**， 玖 村 集 : 
FF= {xeC*|Ax=0, OeC™} . 
到 十 已 = 性 ， 莽 定义 与 C" 中 相同 的 运算 。 则 (站 ，C， 十 ，. ,8,) 
是 一 个 复数 域 上 的 线性 罕 间 ， 时 做 矩阵 4 的 雳 空间 (或 续 ) ， 也 
中 做 方程 4x 二 0 的 解 宰 间 ， 记 之 为 (4A)。 
例 5. 对 固定 的 .AeC"**， 取 基 第 
V= {ycC"ly= Ax, weC"} 
取 政 下 = CC， 大 定义 与 GC* 中 相同 的 运算 。 则 (FY，C,， +，.,8) 
是 一 个 复数 霹 上 的 线性 宏 间 ， 时 做 4 的 列 空 间 ; 或 4 的 信 域 ， 记 
之 为 密 (A)。 
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二 、 基 底 与 维 数 


定义 1,1.2 (线性 相关 ) 讽 手 是 一 个 线性 宏 间 ，{xi， 
Ya xzy 是 六 中 的 一 组 疝 是 。 和 如果 在 严 中 存在 一 组 不 至 为 党 
的 标量 {gr a 使 入 
™ dix 
i-1 
则 称 向 全 旨 是 线性 和 革 的 。 否 如， 便 训 成 是 线性 无 英 的 。 出 单个 
适 向 景 构成 的 向 是 组 10 认为 是 和 关门 ， 而 昔 个 非 壳 向 晤 认为 
地 线性 无 美的 。 
标 据 定 疼 1.1.2 很 容易 扒 Hi: 
定理 1.1.5 蔡 疝 旦 组 Txi，x2， xn} 是 线 竹 相关 的 ， 
则 基 中 至 少 有 一 个 向 帅 x (174) 能 用 走 休 的 向 最 线性 表 出 ! 
替 该 向 基 组 是 线性 无 关 移 ， 则 共 中 没有 任何 调 其 能 用 其 余 向 量 线 
性 表 出 。 
于 逮 定 子 购 道 季 是 成 立 的 ， 质 以 也 把 它 当 作 线 性 相关 和 线性 
无 闫 的 定 疼 。 
定 六 1,1.4 (空间 的 上 基底) 设 人 xi， x ， Xa 上 是 线 体 
空间 中 的 一 组 线性 无 美的 向 量 ， 诗 大 中 屯 第 个 向 量 x 都 可 用 
之 线性 表 出 ， 即 在 五 中 存在 一 组 标量 {1 Eee，E 使 得 


n 

£ £ — 

1 Nxt 
fF- 


则 称 {xis: A "ss Rn 上} 汽 玉 的 一 个 椒 底 ， 而 把 杨 : 晤 组 (EE,， 
2 的 于 标 。 通 
当 把 基 宽 排 威 一 个 形式 上 上 移 球 阵 【由 为 汤 不 一 定 是 短 阵 ) 贸 = 
Cx xs Xx}o 击 把 坐标 视 为 一 个 #1 维 的 碟 标 向 其 ， 当下 =C 
时 ， 毕 标 属 二 CC"， 当 下 二 RH， 尘 枝 忆 了 RR 

如 果 留 二 (x 的 一 个 上 基 鲈 ， 我 们 把 
基底 向 量 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 忆 为 


S={zlx == crxr aieF\ 


则 由 线性 实 间 的 定义 知 S 忆 VY; 而 据 菩 庭 的 定义 又 及 己 S。 因 
紫 有 广 = S。 所 以 ， 一 个 线性 宏 间 广 是 由 它 的 一 个 基 底 生成 的 ， 
或 线性 张 成 的 。 一 组 向 量 {yi， Ys， Wr} (不 一 定 维和 性 元 
甘 ) 线性 张 成 的 集合 通常 有 如 下 记 法 : 
S=L(y; yes rs Yn) 
=span(yis Vzs **: Yn) 
=Ey1s Yss rs ya] 


—{xl* = Sav, ce } 


因此 ， 下 二 span(xys wa oo wh) 一 [xx ie 

如 果 线 性 空 间 六 半 {0} ， 则 它 的 基底 有 无 鸭 多 个 。 但 是 ， 
它 记 有 的 直 庭 都 含有 相同 个 数 (或 基数 ) 的 向 量 。 为 还 明 这 一 论 
断 ， 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 1.1.5 访 {xi x2， "Xa 上 是 空间 玉 的 一 个 基底 ， 
{yr gs gr 是 捕 的 一 组 线性 无 其 的 向 量 。 则 其 {xi， 
a Nn } 中 至 少 可 以 栽 出 一 个 向 量 x ;1 (1&io 寺 #4)， 使 得 向 
量 组 41xio， bs，…， 拟 上 是 线性 无 关 的 。 

证 明 ”并 结 诊 不 次， 即 任 取 xf siS3#) ， 癌 量 组 {xi， 
yz ，…，85 都 是 线性 相关 的 。 也 就 是 说 ， 存 在 着 一 组 不 至 为 需 
的 数 {aii ae ;Cnr}， 使得 


册 
IR + iy =—0 


首先 可 以 断定 git 计 0， 敬 则 与 {V1 Was ，Ws 上 是 线 性 无 美 
的 条 件 矛 拷 。 其 而 有 


男 一 方面 ， 由 十 每 个 yy 都 可 用 {%,， War "+ 2 线性 串 出 ， 
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不 她 访 = Bix 十 让 ,x， 二 ax 机 将 前 莉 的 x; 的 表达 式 
代 久 该 式 中 ， 恒 有 


这 意味 着 {yi ，#s， 司 ，ys 上线 性 相关 。 与 原 设 巴 厦 ， 故 引 理 得 
十 。 

定理 1.1.6 线性 空间 六 的 任 两 个 基底 所 含 向 量 的 个 数 相 
等 。 

证 明 谈 {1xi，xs，…，xr 和 和 15，p Ys} 是 VV 
的 两 个 要 诡 ， 且 k>n。 和 由 引 理 1.1.5 知 ; 和 站 {x xz， Xn 
中 必 有 疝 量 ， 不 姑 温 为 xi (否则 ,可 以 对 向 遇 组 {x1 x,… x》 
重新 虐 序 ) ， 和 使 得 {x i， Wo， ， Yi} 线性 无 美 。 开 锋 引 于 
1.1.5， 及 可 从 ws，xa，…，x4a} 中 找到 向 盟 ， 不 妨 设 为 x;， 
使 x ，xs， Vs yp 上 线性 无 其 。 如 此 做 到 第 n 步 ， 便 得 到 
线性 无 甘 组 X11， Xz， Xa rt VE 上 但是， 由 于 
每 个 y, 都 琨 用 蚌 央 {x1，x:，…，x,} 线性 麦 出 ， 旋 向量 组 
fx Ya 线性 相关 的 。 且 而 导出 
子 盾 。 这 吉明 >n 是 不 可 能 的 。 同 丙丁 证明 六 <<# 了 出 是 不 可 能 的 。 
只 而 只 有 二 n， 即 定理 得 证 。 

定 王 1.1.6 表 有 骨 ， 线 性 空间 的 基 旗 所 含 向 最 个 歼 是 - 蛮 画 该 窗 
间 特 征 的 一 个 数字 ， 我 们 把 它 定 尺 为 线性 空间 的 维 数 。 

定义 1.1.7 【 维 数 ) ”如果 线 性 空间 的 基底 含有 +s 个 向 量 ， 
则 称 玉 是 nn 维 袜 辣 ， 记 为 dimn 扩 三 3%。 须 竺 指骨 ， 我 们 这 里 只 是 态 
为 有 限 数 的 情况 米 定义 和 证 朋 的 ,因为 线性 代数 共 研 究 有 限 维 
的 线性 空间 。 

定理 1.1.8 1» 维 线性 实 间 玉 的 酝 营 4 个 线性 无 关 向 量 都 可 
上 以 作为 矿 的 一 个 基底 。 
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证 明 误 {xi， Xo 的 一 个 基底 ， 而 {v1 
一 个 线性 无 闫 给。 车 定理 不 壬 ， 则 意味 着 在 
让 中 于 少 有 一 个 向 量 x 个 龙 用 #8: ，Ys} 线性 志 出 ， 因 此 
们 明 组 Wi Wi， Yas 区 } 是 线性 无 关 的 。 但 深 引 至 1 ,1.5" 
jE xr,xa en, xox 也 是 线性 元 类 的 ， 这 与 xys yx 》 
划一 个 基底 贸 古 。 鼓 WV 上 必 可 线性 表册 六 中 的 一 
轨 向 量 ， 好 为 六 的 一 个 基底 。 

定理 1.1.9 4 维 宏 间 玉 中 的 企 意 RR 个 线性 无 美的 向 呈 
前 可 以 作为 三 的 一 个 趟 底 的 部 分 南 是 。 

证 明 设 {{xi! wo wm， x 中 的 一 个 线性 无 甘 组 。 
下 据 定理 1,1.6 知 , 沁 不 会 古 玉 的 一 个 基底 ,从 而 至 少 存 在 一 个 向 
广 X orp 使 得 {1s 1 } 仍 线性 元 奖 。 小 直 十 1 
三 x， 草民 定理 1.1.8 匆 |， x x 上 为 六 的 一 
个 基 囊 ， 定 理 得 证 。 皮 R 二 1<a， 旭 前 所 述 ， 必 和 向 量 xs+ost 玉 个 
得 Txt xs oo Ah YA 线 导 无关 ， 着 旦 在 天 十 2 一 呈 时 
为 扩 的 一 个 基 旦 。 否 几 ， 继 续 上 迷 的 步 晤 ， 册 于 二 =dimF 在 有 有 限 
乓 一定 存 在 环 正 整数 六 便 得 六 + = 站， 囊 站 
为 下 的 一 个 基底 。 从 而 定 旦 得 证 。 


Hi 


例 1， 合 ei (0,04 .0,141,050)?， 则 {eerien} 
是 只" 及 C* 的 一 个 基底 ， 肖 常 把 它 哩 做 R" 及 C" 的 自然 基 ， 人 它 正 
好 是 单位 方 取 了 ,和 的 4% 个 列 疝 其 。 

例 2， 全 ,ye Rm** 是 这 样 一 个 答 症 ， 它 的 第 人， 站 元 过 
为 1， 共 人 多 元 素 攻 为 下。 则 集合 

{ Ej } iE=I, Bo He j= 2 -nn 

构成 民 ** 及 尼 玉 7 的 一 全 基诺。 内 为 恋 集 合 合 有 zm， 个 捧 阵 ， 
旋 diinfCRrxn) im Om} po 

3 ， 不 准 证 明 名 项 式 组 下 1， x 是 [xjJn 中 的 
一 个 线性 死 关 纽 〔 主 读者 证 研一 下 ) ， 昌 人 < 中 的 学 个 季 项 式 
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持 可 用 之 线 尾 表 弄 。 护 它 为 R[xj; 的 一 个 盯 诡 。 这 表明 R[x-_ 是 
下 二 工 维 的 线性 空 曾 。 
例 4.。 只 ”中 的 任 一 个 可 闻 托 陈 已 其 4 个 询 向 量 i; 
pa pateR" 移 成 R" 的 -个 基 论 ,因为 Pi， pi， 》 
基线 性 无 美的 ， 肛 对 于 任 一 上 =f Fz JR， 分 


五 ly== sf Er Ss er™ < ， 央行 
可 
y= Px=(p: py PAIlEr Se £4) = 2 iP: 


这 正明 Rr 中 的 每 个 雁 一 yy 紫 可 川 了 的 列 向 景 线性 表册 。 这 个 例 
子 也 过 明 ， 用 RR* 或 CG ' 的 菇 虹 所 拭 成 的 # xn 阶 斑 昧 基 可 族 的 。 


三 、 其 亡 变 换 与 从 标 变换 
六 面 我 们 给 出 线 汝 空间 的 不 同 基 星 问 及 了 疝 旺 关于 在 问 莫 克 的 
朴 疆 之 前 的 法 系 ， 它 对 研究 共同 络 梅 下 线性 变换 邯 二 分 有 用 。 
定 尽 1.1.10( 基 底 变 换 阵 ) 瑟 {xi，xs ， Nn} 及 人 1， 
ga 是 线性 实 间 瑚 购 丙 个 基底 ， 时 每 合同 部 可 用 《Yi， 
*ay xn 线性 表 出 : 
Hi Vive tt nr Xn 
i 1 2 
正好 际 记 法 ， 别 丰 
CH Wa Vn) Ke nd 
其 由 二 (vi De Xr J 和 直 元 娄 联 自 城 忆 的 xn 阶 簿 阵 玛 
条。 我 们 把 忆 玫 做 由 站 左上 过渡 到 厅 底 二 in， 
Vas Ur 上 的 基底 变换 阵 。 
很 电 然 ， 也 是 可 省 的 。 否 则 ， 洪 线性 万 程 组 的 理论 知 ， 存在 
非 淮 的 n 锥 众 标 向 量 % 一 (#1 521 54}?e2"*， 仆 得 Px=00 
内 而 所 
(CHa 1 
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时 之 和 gj ==0， 这 与 {Yi 加，…，gr 上 是 线 性 无 关 的 相 巴 所 
的 。 奸 阵 户 是 由 基底 1，ya，…*， ze 过渡 到 基底 {xi， 
Xo x+ 的 变换 阵 。 

给 定向 量 xe 太 ， 恬 鞠 于 基底 xi xs …，xwi 和 《Toyi， 
yz9 ys 上 的 叭 一 些 标 分 别 是 a=(81， Es; 呈 ， En)7 和 5 二 
《91，7a， 977， 部 


亚 所 
和 


1 了 1 

写成 撼 阵 形式 ， 旭 

XI Kemxa)a—=(y Yama)h 
涤 Cy ge) 王 Cx x ) 耻 代入 十 式 ， 人 恒 有 

Xenexnd {tra Pb 
考 志 到 * 关于 基 庶 (xixas……xn) 的 华 标 是 唯一 和 的 ， 便 有 

a 二 Pb 或 b= 二 "la 
这 如 是 向 量 *x 关于 不 局 基 许 下 的 坐 秆 之 则 的 变换 公式 。 它 表明 ， 
一 有 旦 基底 之 间 的 变换 阵 给 定 了 ， 举 标 之 间 的 变换 也 就 随 之 确定 
Ta 


四 、 子 空间 和 维 数 定理 


定义 1.1.11( 子 室 间 ) 设 扩 是 城下 上 的 线性 答 间 ,六 是 入 的 
一 个 非 窗子 集 。 车 红 中 的 向 量 关于 六 中 的 加 法 运算 和 标量 乘法 运 
算 也 构成 域 忆 上 的 一 个 线性 空间 ， 则 称 玉 是 广 的 一 个 子 室 间 。 

定理 1.1.12 设 信 是 域 丰 上 的 线性 空间 ， 疗 是 六 的 一 个 非 罕 
子 业 。 则 下 是 广 的 一 个 子 空间 的 充分 必要 条 件 为 ， 对 任意 的 x ， 
ye 及 任意 的 Ate 记 ,总 有 有 Ax 十 yl 。 

这 个 定理 的 证 有 明 起 很 显然 的 ， 漳 给 读者 。 它 表明 ， 要 验证 非 
空子 集 太 为 FF 的 子 空间 ， 只 要 验 证 内 对 屿 种 运算 《以 后 是 做 室 间 
VY 中 的 线性 运算 ) 保持 封闭 就 况 了 。 


按 定名 ， 术 及 {0} 都 是 六 移 子 空间 ， 叫 做 率 几 子 空间 。 下 
和 面 兴 几 个 常见 子 定 间 的 例子 。 
例 1. 给 定 AeR"*"，, 集合 
IAEA) TYXeR TD ， 
BA)= {yeR"ly=—= A4x, xeR"*} 
分 邮 是 R* 及 民 * 的 线性 子 空 间 。 
例 2. 纵 定 线性 空间 产 中 的 一 组 向 量 { x1 x2， ;xn}， 
则 集合 span(xi， Xe 1 #2) x]r ie 已 } 是 太 
的 一 个 线性 子 密 间 ， 几 和 做 由 fx，x，…，xxy 线 牧 张 成 的 子 
密 间 。 
例 3， 在 通常 的 兰 维和 坐标 宁 间 中 ， 过 坐标 原点 的 任意 直线 和 
平 而 都 是 它 的 一 个 子 空 间 。 读 者 用 狗 基 的 代 含 给 出 玫 个 例子 ， 苦 
说 明 不 过 原点 的 直线 与 平 而 都 不 是 子 宏 间 。 
例 4. 取 Rrxa 中 的 子 集 
S={AtR""|A'=A}, 
K= {AtR"*|A =- A} 
它们 都 是 RR**" 的 子 空 间 。 慎 得 注意 的 是 ，C"*" 中 的 子 条 
Si= {AtC"*"*|AF=A}, 
Ki={AtC*"|A*So- A} 
都 不 是 CG*** 的 子 襟 间 。 为 什么 ? 但 梨 合 $ :与 到 : 却 能 构成 域 R 上 
的 线性 空间 ， 它 们 朗 不 是 R 的 子 衬 间 ， 也 不 是 CGC"*" 的 子 合 
辣 。 为 什么 ? 
从 全 2、3 可 以 看 册 ， 在 一 个 .以 关 1) 维 袜 间 中 ， 除 了 本 上身 及 
“ {0} 两 个 平 几 子 袜 间 和 外， 人 尾 有 从 1 到 -1 维 的 子 空 间 存 在 ， 且 
有 尤 次 多。 下 面 再 给 出 几 个 重要 的 全 眠 子 空 间 的 方式 ， 半 指出 它 
们 之 间 的 关系 。 
定义 1.1.13 设 革 ， 了 是 线性 空间 玉 的 两 个 线性 子 容 间 ， 定 
义 集 大 


Oe 


与 一 {xtetr lxeKH we 全 全 门 区 


T= {se lz=—= x+y, AteX, ye } +Y 
定理 1.1.14 { 交 空 闻 与 和 空间 ) 如 定 僚 1.1.13 所 谱 ， 则 人 S 
及 已 都 古 玫 的 线性 子 空 亲 ， 分 别 吓 做 互 和 的 张 空 间 了 及 和 空 各 。 
定理 的 证 明 很 简单 ， 从 覆 。 值 得 注意 的 巧 ， 遇 个 子 窄 癌 的 拓 
和 集 志 了 ， 一 般 不 是 子 空间 。 泥 们 在 如 下 好 显 的 关系 。 
定理 1.1,15 设 革 ,了 六 为 空间 玉 的 内 个 子 空间 ， 则 有 
1. XNY EX 卫生 
2 。 计 十 了 二 和 <> 了 CC 
3 . XNY=XA<>YCY 
4， Y=XYe>a) CY 或 bb) YOX 
定 头 1.1.16( 交 室 间 与 和 室 间 ) 设 S1， So， 人 ,是 宏 
间 玉 的 一 组 子 空 间 、， 则 可 归纳 地 定义 变 空 间 与 和 空间 如 下 : 
T= SN SS ) NS, 
人 一 人 So) 十 
由 于 子 空 间 的 迹 运 算 及 和 运算 具有 交换 性 及 结合 性 ， 亦 王 述 定 立 
及 可 记 成 


T= DS Q,.— ES, 


定义 1.1.17 (直接 和 ) 设 S$S,，S，, 是 广 的 子 密 间 ， 并 且 
SiNS,= {0}， 则 称 和 实 间 Si+S, 为 5, 与 5S; 的 丁 楼 和 ， 简 
称 直 和 。 记 之 为 S15S,。 

定义 1.1.18《 相 和 分 解 ) ”和 如果 人 广 的 子 空 亲 S，S;，, 有 
关系 S= SS ， 则 秘 S 有 一 个 直 和 分 解 .特别 当 瑚 = SS + 5， 
时 ， 称 $ ,和 S , 蚌 一 对 【代数 上 ) 五 补 的 子 裤 间 ， 或 称 S$。 是 5， 
的 代数 补 ， 反 之 亦 然 。 
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定理 1.1.19 ( 维 数 定理 ) ” 设 扩 是 域 瑟 上 前 线性 空间 ，S，， 
SS: 是 亚 的 子 空间 。 则 有 。 
dim(t Si 二) 一 dnsi tdinS, -dns 站 Sa) 
证 明 设 dim(5s PS 一 取 {fTxxrwe xs 为 Sa 站 
Ss 的 一 个 革 底 。 因 为 Sj 站 Ss 二 Si， i 二 =1, 2, 部 {Xi 3 
Xs} 为 Si 入 ;中 的 线性 泡 美 组 . 据 定理 1.1.9, 订 把 二 1 xs," ， 
x&} 加 以 扩充 得 到 S :的 基底 | 


{ xis Wa ry NE HEt1s ym} 


及 SS ,的 基底 
{x1; Na NR EAE? "ys z1} 
其 由 二 二 dimSy， 一 dns 很 显然 ,51 二 今 ; 中 的 每 个 向 量 都 能 
二 
人 
线性 丧 出 。 众 能 证 有明 读 向 最 级 是 线性 无 基 的 , 则 说 明 它 是 Sr:+S。 
的 一 个 基底 。 从 而 也 就 还 明了 
dim(S + Sa)=R+(mn -kt 一天) 
m+ 上 & 
—JimS: tdimS, -din(S, /NS,) 
为 此 ， 设 有 到 中 的 标 时 
4 


ORF Tiles "rs Cs 


使 得 
二 rm 二 
> 4xXi4 > Hr L > Crsr 一 吕 f{ 六) 
i=1 j= ron#+1 
区 有 
mr 了 
> A ~ 二 > Hy 2 yr 
i=l fc 下 341 r=i--1 


i 
一 > Oreres NS, 


Li 
相 而 存在 标量 61， 丰 ，，…，6he 政 ， 使 得 
一 > Cr 之 r 一 之 如 :2 
png+1 1 1 
由 于 x13 | zr 上 线性 无 关 ， 故 有 cr = 
0 7 二 十， 了 将 9, 一 0 代 久 《*) ， 便 有 
思 m™ 
DAdixit oS Hiyi=0 
rol 7 一 十 ] 
胸 团 于 长 关 1， 和 yw} 线性 无 尖 ， 瞧 有 
A:=0， li Hj 二 0; k+l 
这 使 证 明了 所 需要 的 结果 。 
推论 1.1.20 车 S11 十 S; 是 Si1 和 Ss; 的 志和， 则 有 
dimtS 1 + 5S,) =dimS 十 dm 
特别 是 当 久 =5,TS; 时 ， 有 
dimt” = dimS | 二 + dim.S, 
前 甸 美 二 两 个 予 襟 间 的 直 和 定 艾 ， 可 以 推广 到 5 个 阅 襟 觅 的 
情形 。 
定义 1.1.21 ( 直 和 ) 设 5:，S:。，…， 93- 是 室 间 入 的 一 组 
子 空 间 ， 且 满足 


】。 SS 三 > Si， 
i 
2. S01( 2 3)= {0},: lj 
则 称 人 SS 是 S51， ;SS ,的 资 和 ， 记 之 为 


SS= Si 二 .十 SS, 二 > Ey 
f=1 


验 别 是 当 = > “5; 时 ， 又 称 之 为 的 一 个 下 和 分 解 。 


值得 注意 的 是 ， 定 义 中 的 条 件 2 不 能 简单 地 换 为 S ,站 S ,一 
{0} ，issye。 关于 子 室 判 的 站 和 有 如 下 重要 的 定理 。 

定理 1.1.22 〈 直 和 分 解 ) ” 设 S 为 2 维 空间 天 的 一 个 中 了 和 共 
间 ， 则 一 定 存在 S$ 的 代数 神 袜 闻 计 ,使 得 六 =S tM。 

证 明 设 dimS 一 kh<n， 产 到 S$ 的 基底,%s,-……， xk}， 
将 基 扩 充 为 斑 的 一 个 基 旗 ， 

fxi， Kas ro Xa BE 2 
售 有 一 spanfgatiy Wa)， 易 知 5 门 MM= {0} (请 读者 给 出 证 
明 ) 及 一 SM。 从 而 及 一 S+M。 

于 面 不 胃 证 明 地 毕 出 两 个 重要 定理 ， 请 读 着 作为 课 后 练习 。 

定理 1.1.235 设 $ ,与 59, 是 空间 V 的 子 寄 间 ， 则 下 面 命题 是 
互相 等 价 的 。 

1. Si Ss = {0} 

2 对 和 妊 一 xeSi 十 93， 存在 唯一 的 xie91l， 和 ks 使 得 

五 一 攻 趟 芝 a 
3， 蔡 xitSi; xstSs 且 x1 十 xs 二 0， 则 必 有 x1=0， 
Xz 二 站。 

和， 著 {Txiy xs 326， tbb mo 分别 为 
1 Sa 的 基底 ， 则 {xi， 和 V1} 为 
Si+S: 的 基底 。 

9 中 的 任 一 线性 无 关 组 与 :中 的 任 一 线性 无 组 关 的 荐 
集 为 S51+ 5 :中 的 线性 无 关 组 。 

6B. dimtSy + 一 dimS +dimS yo 

定理 1.1.24 这 S11: Ss yg 35, 为 窗 间 六 的 一 组 子 空间 ， 
则 下 述 命 题 互 相等 价 。 


1. S= 之 S， [+ 
i=l 


ol 


2， 对 任 一 xeS= 富 S，,， 它 有 唯一 的 表示 


XX 二 Xi Wire =i 2, +y fo 


3. = 之 SS 中 的 零 向 量 有 了 唯一 -的 表示 ， 
D0=0+0+ +0o 


4 ， din( > S ;) = TimS;o 


i=l 


5. 取 每 个 5, 的 一 个 基底 ， 其 关 集 构成 之 S; 的 一 个 其 
底 。 

6 (3 ey ,jp Sj= {0}, 2 7<ns 
了 一 上 


第 二 条 ” 欧 氏 空间 和 西 空 测 


在 上 节 我 们 肌 纯 代数 的 方 尘 给 出 了 宏 间 中 一 些 有 几何 色彩 的 
概念 ， 空 间 与 子 空间 ， 茶 府 与 维 数 ， 毕 标 与 绎 标 变换 芍 。 但 是 ， 
芭 蜗 欧 狼 几何 的 一些 本 质 的 概念 ， 如 矢量 的 长 谋 ， 和 矢量 之 间 的 奖 
角 ， 畦 别 是 从 最 的 正 交 性 ， 和 标准 正 奖 基底， 正 交 变换 以 及 在 正 衬 
变换 妊 下 的 不 变量 等 ,都 还 次 有 提出 .好 何在 抽象 的 线性 空间 中 引 
入 上 述 关 似 的 定义 并 演 绊 出 相应 的 结果 ， 就 是 本 节 的 主要 任务 。 
问 顾 在 三维 的 欧 起 宏 间 太 ? 中 ,也 就 是 看 解析 几何 中 ， 上 述 的 概 
念 都 与 向 晤 的 点 积 (以 后 我 们 改称 内 积 》 有 凋 接 的 联系 。 辟 如 ， 
向 最 x 一 (S180 9)7 与 Jy 二 (91 7s 73)7 的 点 积 定义 为 

(x )= S71 Ens— yx, 
丙 向 量 * 的 长度 【以 后 改称 为 范 数 》 定 祥 为 
用 x 引 三 人 十 各 二 十 二 和 1 一 (xx)872， 
席 量 x* 枉 3 之 问 的 开 角 4 的 余 幅 为 
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a x]y) 
“0= x yl 


Et 

NES EEE Niastns+na ’ 
畦 别 是 ， 当 x1y) 二 0 时 ， 规 定 x Ly。 还 有 点 x 与 # 之 问 的 距 敲 定 
六 为 


dX) = LE EE 
= | x—yl 

这 右 曲 ， 一旦 有 村 点 积 的 定义 ， 共 它 的 几 个 概念 鲁 滩 个 诱导 征 
玉 。 所 以 ， 我 们 首先 想到 村 在 抽象 的 线性 宏 间 中 引入 向 量 办 积 的 
概念 。 为 此 ， 就 需要 考查 EE? 中 向 量 点 积 的 根本 性 质 。 很 容易 看 
出 ， 申 个 辣 是 的 成 积 是 一 个 标量 ( 即 实效) ， 所 以 可 以 认为 
(x1y》 中 定 蚁 在 刁 8 了 的 一 个 一 元 实 画 数 ， 月 满足 下 述 的 性 属 ， 

1， 正定 人 性 : 《x lx) 这 0， 当 匡 仅 当 x==0N(x|x) 二 0; 

2， 对 秋 性 : (x|y) 二 (yix); 

3 订 加 性 : {x +y|2)=(x|z)T+ (ylz); 

4， 省 莹 性 : (Ax|y)= A(x|y)。 
当然 ， 点 积 还 有 其 它 的 性 质 。 数 学 家 经 过 相当 长 时间 的 芭 复 研 沈 
和 时 纳 ， 斌 为 区 些 性 质 是 最 根本 的 ， 可 以 把 它 当 作 公 理 体 肢 在 抑 
象 的 线性 空间 中 定 区 内 积 。 


一 、 内 积 室 间 和 例子 

定义 1.2.1 (内 积 ) 设 乒 是 实 向 正 或 复数 感 ， 玉 是 五 上 的 一 
人 外 线性 窄 间 。 所 谓 六 上 的 个 内 积 ， 基 指定 交 在 矿 上 鬼 一 个 二 苑 
画 数 ， 记 之 为 《x[y)， 且 对 一 切 x，y，zeV 及 At 玉 满足 : 

1， 正定 性 : {x lx) 守 0， 当 且 议 当 x 二 0 有 时 有 (x|x)=0; 

2. 共犯 对 称 性 ， (x | 办 二 (gy|x) ， 其 中 (yjx) 表示 对 复数 
(y| x) 取 共 斩 。 


3， 基于 第 一 个 变 元 的 可 加 性 ， 
(x+yls)=(x| 2s) + (y| 2); 
4， 关于 第 一 个 变 元 的 齐 式 性 ; 
《4x 1 的 一 MY aa 
以 上 和 便 是 肉 积 的 公理 化 的 定 艾 。 从 232，3，4 很 容易 推 册 下 述 
有 用 的 性 质 ， 


5. (SAixily)= Sxly); 
6. (#1 En )= S25), 
?7. (Bx, | )= SAn rily,) 


性质 5 叶 做 内 积 关于 第 一 个 变 元 是 续 性 丽 数 ， 性 质 6 由 做 内 积 关 
干 第 二 个 变 充 是 共 孝 线 性 的 ， 有 时 又 叫 做 侍 个 线性 。 特 别 当 万 = 
R 时 ,性质 6，7 中 的 及 ;= Ar， 性 质 2 中 的 共 转 对 称 性 变 成 对 称 
性 。 这 时 内 积 (xy)》 是 一 个 对 称 正定 的 双 线 性 丽 数 〈 或 省 画 )。 
可 以 这 样 说 ， 实 线性 空间 .上 的 内 积 姜 一 个 对 称 正 定 的 双 线性 证 
图 ;而 复线 性 空间 上 的 夫 积 是 1 六 线性 的 泛 面 。 

定义 ].2.2 《内 积 空间 )” 域 上 的 线性 空间 了， 如 果 在 共 
上 定义 了 内 积 ， 则 称 之 为 内 积 空间 , 记 之 为 (FF， 万， 二 ，。，， 
(1.)》， 或 薪 记 为 (VC1-)) 。 

例 1. 在 心 " 上， 拒 向 贡 x 一 (&，,， £2, "+ S41)7, y= (Cis 
as 7w)7 的 肉 积 定义 为 


(xly) 全 8 有 xc 一 各 月， 十 芭 2 站 于 十 雪 。 相 ， 
很 容易 验证 它 灌 足 内 积 的 四 条 公理 ， 表 (C7,， (|.)) 是 一 个 复 
( 数 域 上 的 ) 内 积 窗 间 。 
例 2、 在 R" 上 ， 把 向 量 x=(81， E20 7 gy 一 (W111 
ar “zs 好 7 的 肉 积 定妆 为 


一 20 ~ 


(x|y) 二 87Tx 一 二 19 十 站 十 十 二。 了 
则 (R"，( 是 一 个 实 〔【 数 域 上 的 ) 内 积 窄 间 。 
例 5. 在 Cmx" 上， 把 扎 阵 4= (ai)， 忠 = (5 ) 的 内 积 定 交 
为 


(AIB)EW( BHAD= SE PasB,, 


则 (CG"**， (1.)》 是 一 个 复 内 积 空间 。 人 而 在 R ”上 内 积 定义 
为 


CAIB) St BT A = ES Fasb, 
则 CR"*",， 《| .)》 吓 一 个 实 内 积 宏 间 。 
例 4， 在 RExJ。 上 ,把 多 项 式 p(x) > aix" ,g(x*)= 


守 Bx" 的 内 积 定义 为 。 


(pla) ={ p(w) dr 


则 容易 验证 (jeLxj,，(-1-)》 世 构成 一 个 实 和 肉 积 襟 间 。 

定义 1.2.3《 欧 氏 空 间 与 西 空间 〉 办 限 维 的 实 内 积 空间 号 
做 网 氏 空间 { Euclidean Spavey 3 有 有限 维 鸭 香 内 积 它 则 是 数 西 空 
间 《Unitary Spave)》 。 

上 面 例 中 的 【RCR ， (R[x],, 
《| 都 是 欧 氏 空间 。 而 《7 人 CC (| )) 
是 酝 窑 闻 的 例子 。 在 这 些 例子 由 ， 峰 基 按 照 最 常用 的 方式 定 交 内 
积 的 ， 读 性 也 很 容易 验 征 它们 分 昼 都 注 是 轨 积 的 四 条 公开 。 在 工 
程 实际 中 ， 恨 据 特 中 的 需要 ， 征 往 用 共 它 方式 定义 内 积 ， 明 到 有 时 
我 们 和 再 指 出 。 
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二 、 与 内 积 有 关 的 概念 及 关 洒 式 


我 站 旨 入 办 积 的 目的 是 希望 在 线性 空间 中 的 进一步 诺 导 出 儿 
何 各 拓扑 结 构 ， 合 之 更 象 通 常 的 三 维 欧 色 空间。 在 本 节 的 引 臣 中: 
我 们 可 以 看 出 ， 在 五 3 中 渍 景 的 内 积 ， 启明 的 严 角 ， 向 最 的 长 度 
之 闻 自 器 的 满足 一 些 策 件 。 芯 如 ; 

IL 
‘eb 1 生生 证 js 
i xy x + yl， 
x+yll +x-vll ?=21x|:+21yl? 

洗 们 人 有 明显 匆 玫 何 解 释 : 炎 药 的 余 纺 庶 恋 小 于 或 等 于 1 三 角形 
的 两 边 之 和 应 该 大 于 第 :: 边 ， 太行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 四 
条 这 的 事 方 之 和 。 妆 然 还 训 铭 脱 定 与 等 没有 写 有 由。 所以， 要 想 说 
明 我 们 抽象 定义 的 内 积 也 能 合理 地 诱导 出 所 要 求 的 钻 构 ， 就 必须 
正明 它 满 是 类 和 似 上 远 的 性 质 。 

引 理 1.2.4 谈 (人 7) 是 域 二 于 的 内 积 窑 间 ， 开 记 
w= x0 歼 Cx1x 六 人意 疼 )。 则 
4c 有 

(1} Maxh -la sl 

C2) Nx-yl ?+ x+vH=2l x ?+t2lyH?s 

(3) TCOxfn elf ylls 

(DD) Nxt lx ylls 

证 上 明 (1) 与 (2) 从 内 穆 的 四 条 公理 直接 可 以 扒 击 。 对 于 
(3) ， 泊 x =:0 汪 yy 二 0 后 ， 显 然 咸 立 。 现 假定 x 所 0， 基 中 x 上 半 0 


全 


误 然 本 (#1x)= 二 0， 放 有 
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oa’:= in) 
= 


[x! vy) | 


一 上 区 外 > 一 一 本 下 下 二 
即 
owl ls x hy ll? 
本 | 
这 便 还 明了 3) 。 利 用 (3) ， 便 疗 
x+yll?= x+y|x ty) 
= | xs Cxly ry x) yl 
= x +2ReCxly)+t+ dad: 
x +2ixR s+ yl 
一 世上 站 十 ylly? 
这 恒 证 明了 《4) 。 从 证 明 过 程 中 还 可 以 在册， 人 
上 x 上当 和 且 人 充当 5 一 Cy x)x/ 有 x? 肝 ， 才 有 竺 总 成 六 ， 也 
赃 是 说 当下 低 当 * 与 2 钱 性 相关 时 等 号 了 成 记 ， 站 
学 上 有 名 的 税 西 -这 天 尔 总 - 布 尼 雅 可 去 斯 基 《ra -Sehwayz- 
By7rmaxkonexHE) 不 等 式 ， 它 有 棋 1" 泛 的 应 用 。 

在 内 积 窗 间 ("C1:), CR", C1 CC", (+:|.)), 
《Re Rx 们 的 梓 两 - 许 正 尔 
获 - 兴 尼 下 可 类 凑 共 不 名 式 分 别 为 

[SE gE nn, | 
HeBF A {tt A APOCB TH)? 


| | XC x) lx 


<(| | px) ldx) 1 (Ff [gat{ x 2} qx) 
定 沈 1.2.5( 正 况 性 ) 内 积 实则 (FF,，( 上:)) 中 的 两 个 向 


量 x*，2， 如 果 有 (xj1g)=0， 则 称 它 们 是 直 相 正 突 的 ， 记 之 为 
xs。 很 显然 ， 替 向量 与 空间 申 的 每 个 向 量 都 正安。 值得 注意 
的 是 ， 只 有 寒 向 最 二 与 千 个 向 量 者 正光 ( 模 据 内 积 的 第 一 条 公 
理 ) ， 这 个 结论 后 面 屋 用 到 。 特 别 对 欧 开 空间 中 的 岗 个 非 零 矢量 
xy， DV， 此 志 角 8 定 艾 洲 


加 (xl 
4 一 are eos jx llyl 


据 C-S-6 不 等 式 ， 这 个 定义 是 有 音义 的 。 

程 据 正 奖 性 的 定义 ， 很 窒 易 证 明 ， 吉 果 x1，xa; "…，xs 是 
办 积 宰 间 (FY ,C1.)》 中 两 基 互相 正 奖 《 即 (x 1|xj)==0， i 和 站) 
的 一 组 麻 晤 ， 则 让 

| Sx: = Sx 

这 就 是 通常 每 股 定 肆 的 推广 。 

根据 引 娃 1.2.4 中 的 《4) ， 客 易 证 明 ， 对 内 积 空间 中 的 性 一 
组 向 量 *x，， 人 都 有 


> <> | xf 


这 就 是 推广 了 前 三 角 不 等 式 。 由 (4) 还 可 证 明 常 用 的 不 等 式 : 
tx -yiilelx-yl, 
Hx-ydl x-zl+llz-yl 


三 、 标 准 正 净 基 底 与 Gram-Schmidt 过 程 


在 空间 解析 几何 中 ， 我 们 常 取 两 两 正 奖 的 单位 向 量 i，j, 天 
来 线性 表 出 空间 的 所 有 向 最， 这 纵 问 题 的 态 究 带 来 极 天 的 方便 。 
试问 :在 抽象 的 欧 拓 痊 间 或 西 实 间 中 ， 能 否 也 拷 到 这 样 一 组 向 
量 * 它们 有 屎 具备 部 些 优点 ? 下 面 就 来 同 管 这 个 问题 。 

定义 1.2.6 在 内 积 袜 间 ( 玉 ;，(*|')) 中 ; 一 组 不 含 老 向 量 
的 向 量 组 {x1，x;，……，x。}， 如 果 两 两 互相 正 诡 ， 则 称 之 为 


一 个 焉 变 商 量 组 。 
定理 1.2.7 正 变 向 最 组 是 线性 无 闫 的 。 
证 明 设 存在 标量 4;:e 严 ，1=1，2，…，?#， 使 得 
4 十 和 儿 sXae 十 二 430 一 
则 对 和 企 一 x; (i 二 1，2，……，#) 有 
《he 二 AS DOTx 一 日 
据 内 积 关 于 第 一 变 元 的 线性 性 知 ， 有 


再 揪 王 变性 ， 当 i 半 村 《xy xi 一 0， 磷肥 
Ai(xilxi)=0, i=1, 2, 8 
及 因 {xj1lxi) 汪 0， 琢 4 一 0， 1 二 1， 2,，… ,no 

这 个 定理 一 肯 硬 说明， 在 关 维 的 内 积 空间 中 ， 两 两 互相 正 变 
的 非 零 商量 不 会 超过 # 个 ， 另 一 方面 也 说 明 ， 任 意 站 个 两 两 正 磷 
的 非 零 向 量 都 可 作为 该 崇 闻 的 一 个 基底 。 

定义 1.2.,8 ? 维 内 积 窗 间 中 的 靖 个 向 量 {x，， Xa Xn} 
如 果 满 足 
1 一 了 
fs 
则 称 之 为 该 空间 的 一 个 标准 正 交 基底。 其 中 6;; 吓 做 KKronecker 
deita。 它 表明 诸 x; 是 项 两 正 奕 且 为 单位 长 的 俐 量 。 

每 个 有 限 维 的 办 积 宏 间 是 否 都 有 标准 正 变 基底 呢 下 面 我 们 
通过 Gram-Schmidt 过 程 具体 构造 出 来 ， 从 和 而 也 就 回答 了 这 一 问 
题 。 

定理 1.2.9 每 个 有 维 夫 积 空间 ( 斑 ， (0)) 一 室 存 在 标准 
正 充 基底 。 

证 明 设 半 x)， 和 xn 是 斑 的 一 个 基底 。 首先 


H 
全 gx = yh 


oo 
CE 


ge 


我 们 下 而 在 子 空间 span( x1, x,) 中 寻求 一 个 向 量 y;， 使 得 y,. 上 21。 
故 可 仓 
Ha = Xa 
二 ! 和 51 可 据 y, 上 zi1 定 出 。 因 为 x，。，z1 是 线性 无 闫 的, 战 ysDe 
测 下 浇 
0 (yz)={ (x+ 4,121]21) 
二 (xsl1z1) + 大。 1(21|21) 
定 出 431 一 一 (1 Hz | 2 一 一 C(x)lz1), 内 而 有 


~ 
Ws = — (xs|21)}21, Za =- jy, 


主人 碟子 空间 spantx1 ,xs ,X35)=apan(2, F223 xs 寻求 向 最， 
使 得 ys 二 z 月 ps 上 >s。 为 此 ， 兮 
Va Xst /yi /are 
显露 xs ，z1，2* 是 线性 无 闫 的， 故 jn 关 0， 出 下 式 
0=(ys|z1)=(xa|21)+As(z|21) 
Oyalza dm (xs]2) + sr(z:| za) 
可 解 时 451 二 一 Cxalz1)， 有 23s 二 -(xs|zs)。 从而 有 


> (xslzi) 二 下 
Ws Cs) za ys 


按照 归纳 原理 ， 设 已 经 求 且 两 两 正 交 县 为 秆 位 长 的 向 基 组 z1， 
zz，…，zx， 插 满 足 
span( x Na xfg) 一 spanf2iy zs 24) 
是 在 子 盖 间 span(x1， Ne Nh x#t1) =span(21, | 
x 寻求 Uar1， 使 得 V4+1 上 上 21， 主 =1，2，…， 月 。 为 此 ， 语 
下 

Hat1 = hil 十 ha 
问 申 可 有 从 衣 程 纸 

和 一 人 1 一 《Xi 十 Hi 


i 二 1 2 岂 
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定 出 2 一 (xs+lzijos [i=], 2, "， ho 从 而 有 


Hat 
| Eki 1 i 


Hl 一 Snlei)e, ,2111 二 
当 用 十 上 一 3 时 ， 屋 得 丰 的 一 个 标准 正 变 趟 底 
{e z21 2 
在 求 {1zi，zs， zs 的 过 程 中 ， 我 们 让 两 个 步 晤 ， 兰 先 
求 瑞 突 组 {2， 思 ，， #4 }》， 中 国 及 宅 手 了 求 z, 二 yet 和 gy: 踢 
的 程 学 。 前 省 呈正 交 化 过 程 ， 后 者 是 标 淮 化 过 程 ， 整 个 过 程 由 做 
Gram-Sepmidt 标准 正 交 化 过 程 。 一 般 数 科 书 上 尽 先 正 交 化 ， 最 所 
标准 化 ， 这 里 是 穿插 进行 ， 为 的 后 面容 易 得 出 短 阵 的 QR 分解 
式 ， 
具 定 有 庶 1,2.9 的 证 朋 过 各 ,可 以 总 结 出 下 面 两 点 : 
1。 答 定 内 积 鹤 癌 扩 的 -个 基底 Txt xx xy， 通 
过 Gs 过 程 可 以 得 到 一 个 标准 正 交 基 监 : 
sz 
两 个 基 葡 之 间 的 转换 关 季 为 : 
Wi z= 


A 
Dh Sxl 2 zr 2 二 2 | ysll, 
i 


| R=2, 3, ,Ho 
或 省 


Xi 二 省 i |[z1, 
上 一 1 
xX 一 PS lz t+ ys ass R22 3, my 


鹿 赴 阵 的 记 法 便 有 


f yl (x2 |21) 《jz " 


0 ys dr Cxnlzs) 
0 : 
CAIXa Xn) = e122n) 。 : : 


: : Cxn|z:_1) 
.0 | 
上 式 右 端的 上 三 角 阵 ， 由 于 上 yy; 上 半 0， 故 是 一 个 满 秩 阵 ， 记 之 
为 RR， 则 它 是 两 个 基底 之 间 的 变换 陈 。 
23， 6G-S 过 程 表 明 ， 
SPantgwi， Xe 一 spangzl Be +, Zh), 
1 
它 有 明王 的 上 几何 前 这 ，G-S 过 程 是 先 在 一 维 子 空间 [Lx: ] 上 取 单 位 
向量 z; ， 然 后 在 二 维 子 窗 间 [x;，xs] 下 取 与 >: 正 变 的 单位 向 量 
站 再 在 三 维 子 空间 Fx，， 要 | xa] 上 取 与 全 13 TL 都 正 交 的 单位 
向 量 z。， 代 此 类 推 ， 最 后 恒 求 出 六 的 一 个 标准 正 交 基底 。 
通过 下 面 简 单 的 比较 ， 可 看 出 在 内 积 空间 采用 标准 正 变 基底 
比 用 一 般 基 底 有 明显 的 优越 性 。 
第 一 ，xt 太 甘于 一 般 基 底 {1x:，xs，…，x%n 的 弄 示 车 为 


x 二 之 ext， 则 其 坐标 分 是 §; 的 计算 一 般 是 比较 困难 的 。 而 x 
关于 标准 正 交 基底 {z, ，za ，…，z。 } 的 表示 着 为 
X= es 


则 上 式 两 端 分 别 与 zj, 取 肉 积 ， 利 用 内 积 的 线性 性 及 基调 量 的 正 交 
性 ， 便 可 求 得 


{x|z; =(S zi zi )= CE 
三 > 96 一 了 1 
i=ml 
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受 因 (x1zj) 二 上 x 中 是 z) 用 eos 二 有 x 有 cos8， 其 中 8 是 x 与 zj; 之 
间 的 夹 角 。 这 表明 x 关于 标准 正 交 基底 的 坐标 分 量 1 ; 正好 是 > 
在 ;方向 上 的 下 直 投影 的 长 座 ， 与 解析 大 何 中 的 表示 一 至， 即 


人 二 ZE xlene 


第 二 ， 若 向 其 * ，te 亚 关于 一 般 基底 { xi ，xz，…，x** 上 的 
表示 分 别 为 


则 有 


二 > EE 


车 记 w=(8 js Sy Ty v= 0)T, 
Cxilxr) (xilxa) ow Cx xn) 
| zs Cxalxa) oo Cxalxn) | 
| ， 
Cs》 (xray 0 (xl) 
戎 有 (x| 太 =v 4w。 祝 据 内 积 的 第 二 条 公理 ,可知 A 二 A， 它 
是 - -个 iiermile 拭 阵 。 丰 了 时 奚 把 4 记 作 为 G(x1， Kas sy NX) 
叶 做 向 量 组 {x ，…，xn} 的 略 持 姓 (Gram) 矩阵 。 由 于 当 
x 于 0 时 有 # 半 0， 压 : 有 有 0 三 (x1x)=:wH de 这 说 明 内 积 容 间 秋 中 的 
每 个 基底 的 格 扩 碍 算 阵 才 是 正 定 的 Hermite 簿 阵 。 而 空间 中 每 
对 向 量 的 内 积 都 是 一 个 形 如 wv” .42 的 二 奖 弄 而 数 。 但 是 ， 坟 取 玉 
的 称 准 正 变 基 属 攻 zi1，zs，…，2 上 ， 几 于 【zz 站 一 0， 则 
它 的 格拉 姐 乱 阵 如 (zz， ，z， ，…，z。) 一 7 了。 如 果 x ，y 关于 读 基 


语 的 坐标 仍 记 为 和 口 ， 则 有 (xjg)= oz= 立 二 9。 若 天 是 


人 
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欧 氏 突 闻 ， 则 各 有 (x1) = 习 二 is 这 表明 两 个 向 量 的 内 积 等 


平 它们 的 坐标 分 最 对 应 相 乘 再 相 如 ， 与 解析 几何 中 谋 量 点 积 的 省 
疼 完 至 相符 。 
当然 ， 还 有 其它 方面 的 优越 性 ， 比 间 关 十 正 变 变换 和 求解 最 
小 一 乘 问 题 ， 以 后 遇 到 时 就 会 明白 。 
例 1. 在 具有 标准 内 积 的 空间 CR",， (1:)) 及 (CG"， (| 
二 ， 自 然 基 底 {1e::， ev，…，en } 便 是 它们 的 一 全 标准 正安 基 
泛 。 
例 2. 在 具有 标准 内 积 的 空间 (Rs ， |) 中， 用 Cs 过 
程 血 此 记 
af3， 0, 4)7, xs=(—-1, 0, 7)7, 
xa=(2, 9, 11)” 
求 标准 正 灾 基底 的 计算 古 ， 
y= 3, 0, 4)7, Hy |=5; 


(0 


zs 一 (一 1 0， 了 7) 人 


-(-1,0, 7) (0 3)( 3 -0， -人 


yal =5, z= (-—s-, 0,.5 


ys—={t2,.9,11)7 


3 4 "if 3 4 只 了 
- (2,9,11)( 5 ;0D， 本 ) 5 :0, 5 ) 
3 


on 
=(0,9,0)7， 


0 


lysil=9, zs= (0, 1, 0)7? 
最 后 得 到 ， {( 0 -)， (- 二 0， 3) Co1,0)71 


2 
例 3， 在 一 的 货 3 中 的 内 积 襟 间 (C”*", (|)) 太 (R"*"， 
(172 于， 基底 世相 ，，71， 2，…， 关 便 是 一 个 标 淮 
正 罕 基底。 因为 ， 萌 {fei，er，…，e 是 民 " ! 沾 的 自然 虎 底 ， 
则 有 已 ,一 erey ， 从 而 有 
(FilPin)=—tr( Pie,;)=tr(ereke.er) 
=tr(O ees )=tr(6, ,Rij;) 
人 ， 大 一 上 旦 7 一 7 
0， 其 它 
例 4.， 在 所 2.1 例 4 记 定义 的 内 积 空 间 有 [xj 由， 由 基 放 
{，x* 计算 出 一 全 标准 焉 诡 基 庇 的 步 友基 


1 
w=1, yll?={ 1dx=1, amy,/ fy ll =1 
9 


1 1 
yx (x'zi)e=x-{ x'ldx= x -a 
vo 


:i _ 工 Ys 1 __1 
Hy?) dr = 


2 = ys i 型。 i =y3 (2x— 1), 
{ 1， WNW3(C2x -1)} 恒 是 REx], 的 一 个 标 堆 正 突 基 庭 。 


四 、 焉 交 补 与 投影 定理 

设 玉 是 内 积 崔 间 六 约 一 个 非 实 子 集 ，x 是 六 中 的 一 个 向 量 。 
如 时 x 与 矿 中 的 每 个 向 量 都 正 突 ， 则 记 之 为 x 上 1Y。 对 于 六 中 的 
两 个 非 空 子 集 不，， 谍 。， 如 昌 任 到 *e 王 ， ，t 丰 部 有 (xj 拉 一 0， 
即 x 上 4， 则 称 克 ,与 斥 , 是 吾 相 正 诡 的 ， 记 之 为 政 : 耳环 。。 革 于 
子 梨 矿 ， 可 作 集 合 


Hi= {xe lx}, 
很 容易 证 明 它 是 亚 的 -不 线 竹 子 款 癌 。 

定义 1.2.10 壕 乒 :天 : 是 内 积 实 间 下 的 西 个 了 家 闻 ， 有 具 灌 
是 

1. y=W,+,, 

2, WlW, 

则 称 天 有 一 个 正 变 直 和 人 分解， 着 把 大 ,叫做 玉 ,的 正 变 补 ， 记 之 为 
,二 了 。 人 而 有 = 地 ,+ 十 。 

内 上 沪 定 关中 的 条 件 2， 委 容易 推出 全 1 | 玉 , 二 {0} 所 
V+ , 胡 直 和 。 肥 HDL,， 破 叶 做 正 交 站 和 。 傅 $1 中 的 定 
缉 1.1,.22 一 样 ， 在 内 积 窗 疗 中 有 如 下 定理 。 

定理 1.2.11 设 记 为 #4 维 内 积 窒 则 六 的 一 个 了 空间 ， 则 一 定 
存在 砂 的 正 变 补 家 间 瑟 4， 使 得 广 = 王 小 环 4。 

证 明 设 ding 天 = 庆 ， 民 xxa xs 为 玫 的 一 个 标 
次 正 交 基底 ， 适 当地 扩充 可 得 到 天 的 标准 正 交 基底 {x1 xs,…， 
2 wii 则 是 然 有 

T=span( x+19 Nt Sr 
拓 而 有 六 一 歼 十 环 二 。 
这 个 定理 表明 ， 存 限 维 内 积 害 同 中 的 得 个 子 宏 间 下， 紫 有 正 
挛 补 罕 间 这 + 存在 ， 忆 
VV = .H+ 
而 每 个 xe 玉 有 了 瞧 一 的 表示 
xX=u vu uel , uve, 
我 们 把 & 时 做 zx 的 沿革 袜 间 开 人 而 的 正 灾 扫 影 ， 而 如 时 伍 交 
的 沿 研 向 研 + 上 的 正 交 投 晤 。 

定义 1.2.12 设 形 为 内 积 空间 由 的 非 宏 子 集 ， x 为 人 中 

定 的 向 最 ， 满足 下 述 等 式 


Hx- ml inf x- ml 


的 mos 胎 ， 吓 八 x 在 邓 上 的 最 侍 通 近 。 

定理 1T.2.15《〈 景 佳 尘 近 的 特征 ) ” 设 好 为 内 积 宝 闻 太 的 子 窗 
间 ，xx 因素 中 酌 向 量 。 则 mo 到 为 x 在 下 的 最 佳 逼 近 的 充 要 条 
件 是 x -mo 上 2。 

证 明 必要 性 。 设 moe 和 为 x 在 时 上 的 最 佳 沉 这 ， 上 且 x 一 mo 
不 正 变 于 叶 ， 虽 在 玉 中 至 少 有 和 导 0 昌 .m=1， 使 得 (x- 
melmi) 630。 作 ms 二 mo 二 Sm:e 册 ， 则 有 

x-m; | ?=x mo ~ Smlx -mo jm) 

= x-m :16 

由 于 fs12ss0， 故 有 四 < 一 ms 有 二 人 < 一 和 用。 这 与 ooe 于 是 xx 在 

皮 寺 的 最 佳 还 近 祖 矛盾 。 改 有 xx 一 io 了 蚂 。 

充分 性 。 若 wx -站 0 有， 则 任职 me 家 有 有 
x-ml?=lx-mot+mo nl? 

={(x—- mot+me — mlx— mo tm -sm) 
= x-rmf 3th mll 
宇 x -mo | 

这 洗 明 rot 计 是 x 在 米 上 的 最 侍 带 近 。 

这 个 定理 络 出 了 最 储 副 近 的 特征 : 如 果 * 在 子 实 间 材 上 有 最 
侍 间 还 科 的 话 ， 则 必定 满 定 x 一 关内; 区 之 ， 车 4 中 有 种" 满 
是 x 一 mo 上 入， 则 它 一 定 是 x 在 半 上 的 最 什 通 近 。 这 个 峙 征 结 出 
了 录 最 伟 副 这 的 方 浅 。 然 而 ， 这 个 定理 着 流 有 解 甘 最 佳 通 近 的 存 
在 性 。 如 果 存 在 的 话 ， 财 很 容易 证 明基 叭 一 的 。 

定理 1.2.14 《最 佳 丈 近 的 存在 性 发 计算 方案 ) ” 设 好 是 六 积 
袜 闻 玉 中 的 -一 个 维 子 实则， 则 玉 中 的 任 -* 向 其 x 都 在 财 寺 有 险 
一 的 最 佳 遍 近 。 

证 骨 ”我们 诞 过 具体 构造 来 证明 最 佳 表 过 的 存在 与 叭 一。 设 
的 一 个 基底 ，moe 为 x 在 开 土 的 最 住 
通 近 。 则 首先 有 


mo 一 用 ix 十 下 sw Fr 二 As 
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据 定 理 1.2.13，x - 1m。 上 WW， 出 更 有 
x—molx;i, i=1, 2, '**,， 
从 而 得 到 方程 组 


Gx- molx)=(xlxi) - SA(ri |x)=0 


1， 2 ony ks 


4 六 < 
的 -| er)| 
xia (xs 1 Cxalxn)e [ii {x xa) 
刀 昌 记 和 二 GCCx Yor ss A), 2= A a dT 
太一 (| 

则 已 述 方程 纽 的 嫂 阵 记 法 为 各 "= 一 pe 由 于 基 许 xiixs， mx 
的 格拉 和 姆 矩阵 是 正定 的 Hermite 组 阵 ， 所 以 方程 组 G7Ts=2 有 队 一 
沟 解 ， 共 而 存在 唯一 的 最 佳 通 近 mo 一 ix 二 Asxa 十 二 
ApXke 

从 定理 的 证 明 过 程 可 以 在 出 : 当 到 的 到 的 其 麻 xiyxsy…， 
6 是 一 全 标准 正 刻 基底 有 时 ， 由 于 共 格 拉 姆 具 阵 为 单位 阵 ， 故 
= 一 训 。 直 证 最 佳 逼 近 有 一 个 很 简 单 的 老 泉 


再 作 整 理 ， 恒 得到 方程 组 
‘Cxi|x1) Cxalxi) "an (xx 


i {xilxa) (xs|xs) (xxa) 


mtn 一 Ex 

这 表明 ，nio 戌 广 在 诸 x; 方 向 上 的 正 交 投影 之 和 ， 有 与 解析 几何 
一 样 的 几何 解 释 。 和 欲求 reo， 只 要 先 计算 (xlx;》， i 二 1,2,'， 
下， 然后 代 基 上 式 就 行 了 ， 不 必 解 方程 组 。 

读者 不 要 小 看 了 这 个 定理 ， 它 是 很 多 优化 问题 ， 特 别 是 最 小 
三 梯 癌 题 中 常用 的 一 条 根本 原 班 ， 借助 它 能 解决 太 若 的 工程 实际 
问题 。 

世 请 读者 考虑 ， 如 果子 罕 间 李 是 无 穷 维 的 ， 上 述 证 明 方 藻 念 
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遇 到 什么 问题 ?y 虽然 邓 是 有 限 维 的 ， 但 基底 人 不易 求 出 ， 而 却 知 道 


它 是 由 一 组 纵 定 的 向 量 {y ;ys，，Y; 线性 张 成 的 ， 上 述 的 
计算 程序 会 在 什么 吉方 出 现 麻 烦 ? 

训 后 我 们 要 经 常 在 欧 氏 空间 或 西 空间 中 考 虚 同 题 ， 所 中 到 后 
与 之 行 甘 的 降 念 和 结果 ， 到 时 再 加 以 讨论 和 给 出 。 


第 三 节 ”线性 变换 


线性 变换 ， 有 时 又 中线 虱 映 射 或 线性 箱子 ， 芝 是 线性 空间 之 
间 的 一 种 最 简单 间 时 也 是 最 重要 的 变换 。 不 仅 线性 代数 与 泛 两 分 
村 把 它 作为 研究 的 主要 对 象 ， 就 是 其 它 数学 分 支 和 工程 技术 也 都 
常 把 它 当 作 研 窜 癌 题 的 主要 工具 。 上 比如 数学 中 的 一 些 基本 运算 与 
变换 : 求 豚 限 ， 求 微分 ， 求 积分 ， 坐 标 变 换 ， 拉 普 拉 斯 变换 ， 何 
立时 变换 等 ， 作 为 对 画 数 的 变换 炒 看 ， 都 满足 线性 性 质 ， 有 的 就 
是 线性 变换 的 例子 。 所 以 各 种 类 型 的 广 程 ， 有 些 就 能 归结 为 对 算 
子 方 程 的 研究 。 这 一 节 ， 我 们 就 有 限 维 实 间 之 间 的 线性 变 饥 作 一 
般 性 的 介绍 ， 主 要 是 借助 于 夭 阵 来 址 示 并 别 划 它们 的 各 种 性 质 。 


一 ， 线 性 变换 的 定义 肥 例子 


定义 1.$,1 (映射 ) 这 莹 ,了 十 下 个 华 合 。 如 果 对 每 个 
<e 寻 ， 都 有 唯一 的 #T 了 与 它 对 应 。 这 种 对 应 的 规律 ， 记 之 为 了 ， 
称 作 为 其 所 到 站 的 一 个 映射 【或 变换 )》 。 通 常 舞 上述 定 艾 简 记 
汶 

TT; XX——>Y 
x I— >y 
在 这 种 傅 讽 下， 又 把 x 一 了 Y 记 为 y 二 了 了 x; 并 把 5 由 做 在 映射 
之 下 的 入， 而 x 吓 做 上 的 原 象 。 为 了 扯 述 的 方便 ， 把 了 x 叫做 尖 
下 x 取 象 。 
人 六 上 呼 做 的 定义 城 ， 记 之 为 多 (本 ); 集合 


BT)= {yeY ly=T x, xt DB(T)} 
奸 做 本 的 值 域 ， 有 时 就 记 为 了 (天)。 如 果 了 (让 }= 了 ， 则 称 了 是 
一 个 满 射 ， 或 说 成 是 陕 上 的 ; 如 果 对 任意 不 同 的 xx: ，xxe 天 有 
了 x 和 xg， 则 夭 说 是 一 于 一 的 映射 ; 如 果 丁 朗 是 一 对 一 的 ， 尺 
古 满 射 ， 则 称 荆 是 一 一 到 上 的 鼎 身 ,或 和， 了 之 则 的 一 个 一 一 对 
详 。 如 果 了 是 一 -一 对 沪 ， 人 有 道 睹 射 存在 : 
Tl YX 
BE 
其 中 y= 二 了 x。 
定义 ].5.2 (线性 映射 设 革 ，Y 是 同一 个 城 上 的 线性 
空间 ， 了 革 一 了 十 一 个 从 站 到 六 的 映射 。 如果 对 任意 的 x1， 
xst 上 及 和 任 章 的 4，jkt 下 恒 有 
TiAxi tux = AT x TAT Xo, 
其 中 等 号 左 端的 线性 运算 是 他 中 所 定义 的 运算 ， 而 等 号 右 端 的 线 
性 运算 是 了 中 所 定义 的 运算 ， 则 称 二 是 从 夫 到 节 的 一 个 线性 贞 射 
或 线性 变换 。 
集合 


A T= {xeX|ITx=0} 
HET Y= {veY ly=T x, xeX} 
分 别 吓 做 线性 变换 了 的 楼 和 值 域 。 棋 据 线性 变 挽 了 的 定义 ， 读 者 
不 难 验 证 ，.AZ(7) 是 天 的 一 个 线性 子 空 间 ， 飞 叫做 了 的 零 空 间 ， 
其 维 数 吓人 敌 字 的 堆 度 : .多 (C7) 是 了 的 一 个 线性 子 窄 间 ， 其 维 获 是 
做 了 的 秩 。 
例 1， 如 果 扩 是 一 个 线性 下 问 ， 瑞 射 
Tr: yr 
x I 
多 然 是 一 个 线性 变换 ， 这 时 记 ? =， 呀 散 恒 等 变换 。 了 轴 射 
TV— rr 
和 一 人 个 


也 是 一 个 线性 变换 ， 这 时 记 了 =0， 呈 做 等 变换 。 
例 2， 设 R[x] 是 所 有 实 系 数 多 项 式 构成 的 实 线 性 室 癌 ， 
D= 子 -， 则 
D: RLxj—> RLx] 
f(x) >DI(x)= f(x) 
是 一 个 线性 变换 ,其 中 f(x) 二 Qox* Qnxs 1 二 十 Ras， 
Df(x)= f(x)=harx’ 1l+(kR- ax ?eario 
例 35。 冶 定 .AteR"™**， 上映 身 
T, R"—>R” 
— > Ax 
是 一 个 线性 变换 。 
例 4. 给 定 PeCrx"，QscCxn， 陕 射 
T, Cnxr > 人 nxr 
TPXOQO 
是 一 个 线性 变换 。 

例 5. 设 Cre， 四 表示 定 文 在 La，5] 上 的 所 有 实 值 过 续 本 数 
构成 的 实 线性 空间 ，C [ce， 的 表示 定 广 在 [fe， 交 上 所 有 实 值 连 
续 可 徽 丽 数 攀 成 的 实 线性 空间 。 则 玻 射 

Tr Cla; b>C!a, b] 


f(x) —>{ fa 
其 中 xeJa; bj]， 是 一 个 线性 变换 。 
以 上 的 例子 ， 天 读者 自行 验证 。 
和 二、 线性 变换 的 几 个 简单 性 质 


1， Tt0) 一 0。 因 为 7 了 (0) = 二 TCO0+0)=T(0)+7T(0) 。 也 
就 是 说 ， 线 性 变换 把 零 向 量变 成 零 向 量 。 


3 多 六 证 sy )= 性 4 六 xi。 也 喜 是 说 ， 全 一 组 疝 最 的 
线性 组 合 到 象 ， 等 于 分 别 取 象 再 线性 组 侣 。 四 
3. 一 组 线性 相关 的 向 量 {x:，>x:，…，x* 上， 其 在 线性 
变换 了 之 下 的 象 {17xi， 7xz，…， xs} 仍 是 线性 相关 的 。 这 
-~ 性 质 可 点 接 从 前 两 性 质 拱 出 。 
值得 注意 的 是 ， 线性 无 关 的 向 晤 组 在 线性 变换 之 下 的 每 玉 必 
线性 无 区 ， 这 要 取决 本 具 体 的 线性 变换 。 
4， 说 拓 一 > 了 是 一 个 线性 变换 ， 且 所 为 有 限 维 罕 问 ， 
-8 7， 学 (7 分 别 是 工 的 核 及 值 感 。 则 有 
dimX =dim A CT) + lim ) 
征明 说 dim 人 二 ns dim 二 {xs Xo ,xa 
为 (73D 的 一 个 大 四 ， Xa 
的 一 个 大 底 。 副 nJ 证 如 了 了 xsiys 7 了 xsias or xs} 是 . 冤 ( 了 7) 
的 一 个 基 店 。 内 为 伍 取 xe 计 有 
X= x 
Tx xt tT wi A Tx 二 A 
站 于 下 xie L<ST<SR) 时 有 六 7 一 0，- 圾 有 驶 有 
了 
这 说 明 . 多 (了 ) 中 的 每 个 向 最 Tx 都 可由 7Txo mv， 7 线 
性 港 出。 为 了 证 明 【了 zs， xl 是 线性 无 美的 ， 设 有 标 
量 “e 严 Rs 使 得 


> + t Tx;=0 
三友 寺 + 上 
据 性 质 2 有 
(Shr ) 一 
这 意味 着 六 2 xc 六 )。 获 存在 慰 量 6:e 严 ，1<ci<ch， 便 


I 于 {x Xa es xn 是 天 的 基底 ， 改 有 “一 和， 让 1 安 Ps 
ns ;二 09，1 太 7 吃 有 。 这 人 恒 和 证 明了 性 质 4 。 


三 、 线 性 变换 的 矩阵 表示 及 线性 空间 的 园 构 

对 丁 有 限 维 实 间 上 的 线性 变换 ， 串 雇用 捧 阵 井 示 它们 。 因 
此 ， 对 线性 变换 的 研究 便 转 换 到 对 从 阵 的 研究 。 

设 和 ,了 起 域 所 上 的 两 个 线性 空间 ，dim 六 二 n， dimY 一 六 ， 
B= {x x Xx} 和 一 上 分别 是 
广 与 的 基底 。 又 设 P， 廊 一 >Y 是 一 个 线性 让 换 。 则 每 个 Tx， 
(二 1 2; ;1)》 部 可 叭 一 地 月. 罗 : 线 人 性 表册 ， 不 姑 说 

了 人 一 人 
也 就 是 说 《ai 9a 呈 ，Gmj)Te 了 "是 Ta 甘于 不 底 多 ,的 从 
标 。 吉 果 要 用 短 阵 的 记 社 ， 便 人 
| sa3 te rs 

(TT ea) = iy yl Gun fn 
py A me mn 
如 时 进一步 简化 记 淮 ， 合 了 .入 (TxjT 了 xyT 人 x),A=(a,j)e 
Fa， 则 革 述 等 式 为 

A | 
这 上 时， 我 们 把 算 阵 .4 是 做 线性 变换 本 关于 基 谨 . 罗 ;，， 省 ;的 一 个 顷 
阵 表 示 ， 杯 记 之 为 


m{T) 4 


过 |， 共 ， 
特别 羡 ， 当 让 二 了 了 时， 到 多 1 二 涩 ,， 则 本 
Aa Ne "™", 
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OO 


这 时 ， 我 们 把 第 阵 4 是 做 线性 变换 三 关于 基底 .及 1: 的 一 个 拒 阵 表 
示 ， 寺 记 之 为 
m7) 多 一 A 


综 上 记述， 要 想 求 出 线性 变换 了 ， 针 一 >Y 的 一 个 矩阵 表示 
性 ， 只 要 按 下 面 步 骤 进 行 : | 

第 一 ， 分 别 指 定 X， 的 基底 : .办 :一 {x1: x Xa} ? 
B= {yi Yas ya}: 

第 二 ， 和 根据 了 的 定 光 ， 计 算出 了 xi 了 xs 了 int 

第 三 ， 求 出 每 个 Tx ;关于 基底 多 ;的 唯一 的 坐标 oy 二 (a1j， 
Cr 

第 四 ， 写 出 了 关于 多 ，， 和 多 ;的 答 隆 表示 

mT) 入 BA aan 


如 果 是 求 线性 变换 TT， 革 一 站》 下 的 一 个 俯 阵 表示 ， 划 
第 一 ， 指 定 下 的 一 个 基 宪 多! 二 {xis Xi) ;xs 上; 
第 二 ， 根 据 全 的 定 放 ， 计 算 几 了 > Tx 了 Xi 
第 三 ， 求 出 每 个 让 x /甘于 基 麻 . 均 , 的 叭 一 的 仅 标 or 一 (aiy， 
Cs ye 
第 四 ， 写 出 了 甘于 基底 多 :的 护 阵 责 示 
m(T) gg = A= (002."a ) EP 


如 此 看 来 ， 求 线性 变换 全 的 矩阵 中 示 是 不 难 的 ， 只 是 在 第 三 
步 的 计算 中 ， 竺 往 会 远 到 一 些 麻烦 ， 或 计算 工作 量 过 大 。 下 面 带 
儿 个 简单 的 例子 ， 以 说 明 求 矩阵 表示 的 过 程 。 

例 1. 求 线性 变换 

nD: R[x] — > R[x], 
fx f(x) 
美 于 基底 . 零 = fl1，x，xa， xj 的 答 阵 表示 。 
解 D1 一 0，Dx==1，…，Dx' 一 rx" 1 万 1] 关 于. 直 的 坐标 
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为 《0，0， 和 0)， 帮 xx 关于 .图 的 坐标 为 (1，0，…,0)7，.， 
了 zx" 基于. 堆 的 坐标 为 《0，0，…，nm，0)7， 政 有 
各 1 和 站 
0 0 0 | 
m{D) gy = 
0 0 … 天 
0 0 .. 0 
例 2. 求 线 性 变换 
7: 如 [xj], 一 会 玉 Fx 了 ,Fi 


HOOF fdt 


关于 基底 . 零 ;=《 1， 天， x} 罗 , 二 1， ty x"t1} 
的 师 阵 吉 示 。 
解 T1= {14d =x rx=[ tdt=- 1 2 TT 
0 外 0 2 | 和 二 


< 站 ni+l1)y x cmnt+l} 


四 工 - _ 
人 tf"dt= 十 1 Xx" tls 了 1 关上 甸 ， 的 坐标 为 {D, 1, D0, "ny 


0 )7, Tx 美 于 多 :的 奉 标 为 (0， 0, 0s, 0) ， Tr 


关于 多 ,的 坐标 为 (0，0，…,0， 一 证 1-)】; 雍 有 


“0 0 

| 1 0 

1 0 到 0 
mT)g,, zg,™ ， : ER GE) x Cat1y 

D 0 六 

0 0 -1- 
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例 3.， 车 线性 变换 了 ，R :一 > 民 3 梓 定义 为 ; 
?x= 
其 中 x 二 (8&1， S23 a), y(361 十 红 s 2 s 和 1 十 各 > 
£3)7， 下 求 了 关于 自然 基底 . 守 = {Tel，es，es} 的 此 阵 形 示 。 
解 7Tei=(3,2,1)7，7eas 一 (0,11)7，7es=(1,0,1,)7 搜 
人 鹤 一 容 4， 而 二 =(eieses) 一 了 ， 故 有 


3 0 1 
由 人) gy 一 4 一 了 .项 一 (Te er7e 一 2 1 0 
1 1 1 


在 指定 了 空间 革 和 了 的 基底 之 后 ， 恒 可 以 求 线 性 变换 了 ， 
所 一 站 关于 这 对 基底 的 年 阵 表示 。 而 空 量 攻 ， 了 的 基底 一 般 都 
不 是 叭 -的 【除非 它们 是 仅 由 堆 向 量 构 成 的 空间 ) ， 自然 全 提 出 
以 下 隐 个 问题 : 

1， 求 出 了 关于 基 语 多,， 光 ,的 什 阵 岩 示 .4 有 什么 用 ? 

2， 如 果 改 指定 立 ，Y 了 的 苛 诡 为 多! ，. 多 3， 叉 可 得 到 了 的 
矩阵 表示 忆 ==m( 了 了) gy， :， 试 间 A 与 之 则 有 什么 关系 ? 

3， 如 何 选 定 世 ，Y 的 基 询 ， 方 使 得 的 拭 阵 表示 最 为 简 
单 ? 

14. 指定 了 多! ， 多 ,之 后 ， 线 性 变换 上 广 ， 革 一 站 有 除 一 的 
和 矩阵 表示 m( 了 ) gp ， gg, 一 4; 肥 过 来 ， 如 果 给 定 一 个 撼 阵 


der， 是否 存在 唯 -- 的 线性 变换 了 : 和 一 > 站 ， 使 得 
mT)g,, 8,™ 4? | 


对 于 雇 上 间 题 ， 我 们 在 后 面 逐 一 启 管 。 
对 于 大 中 的 任 一 庙 量 x 一 二 :xi 二 Ex 二 十 Ex 则 有 
Tx= T(E Exi )= > ST x; 
i=1 i=1 


= Sa = 3 (Tet )y 
jt i=1 “i=} 


i=1 


~ dd2 ~ 


Oo 


如 果 记 民 二 {二 1， 1 TeF*， 则 鞋 面 扒 导 为 
Tx=7 了 :0 二 Aa 

这 表明 x 在 了 之 下 的 象 了 x， 关于 基底 多 ,的 誉 标 为 za; 一 且 求 出 
证 A=m(T》g，, 几 ,， 叉 给 出 了 了 xe 六 关于 基底 贸 ， 的 坐标 4a， 则 
车 集美 十 此 庭 芝 ,的 誉 标 便 是 44。 办 此 了 在 整个 们 上 的 作用 ， 
由 它 在 基底 .多 ,上 的 作用 所 完全 确定 ， 而 此 阵 表 示 A 就 是 齐 画 了 
作用 在 多 |, 土 的 情况 。 这 痒 便 同 答 了 第 一 -个 问题 。 

如 果 我 们 改变 指定 的 了 ,了 的 翡 庭 分 别 为 罗 f， 多 i， 且 7， 
一 > 了 关于 多 f， 光 的 垂 阵 央 示 为 8， 即 m7) gs 一 归 ; 


记过 1 芝 1 站 ， 笋 ; 二 笋 ,QQ ， 其 中 Pe FPF"**， QeF"™ nm 分别 是 


基底 史 , 到 多 1， 雌 许 史 :到 罗 1 的 变换 隆 ， 当 然 都 是 可 递 的 。 则 
据 关系 式 
T= .Ad TRI= BP, Bi= B.D, 
i= 号 2 


很 容易 捧 出 . 宕 。 AP 二 汰 ,88， 肥 
AP -QB)=0 
几 于 罕 , 是 一 个 基底 ， 让 可 推 出 为 御 么 ? 》 
4 一 已 有 = 
其 
B=0 4 
这 南明 二 与 百 蚌 相抵 的 ， 期 4 兰 吾 。 
如 果 在 上 述 推导 过 程 由 ， 售 一下， 宕 :一 .过 ， 二 = 和 若 1， 
留 1 二 .多 1 ， 则 据 关 系 式 
THI B.A, TBI BIB, BI=B ,PP 
可 挫 出 区 1, AP= 凶 ,PB， 盈 
CAP- PBI=0 
据 , 和 多, 时--… 个 大 认 ， 可 知 
AP- PB=0 


a 


其 
B= Pp -14P 

这 孙 明 4 与 召 是 相似 的 ， 即 4- 互 。 

综 上 所 还 ,线性 变换 记 :所 一 > 开关 于 不 疝 基 底 偶 (. 容 :，. 窗 :) 
的 护 阵 玲 示 是 相手 系 关 # 而 线性 变换 本 ， 针 一 也 于 关于 不 同 基 底 
的 矩阵 表示 是 相册 关系 。 这 便 回 答 了 第 二 个 问题 。 

关于 第 三 个 问题 ， 是 我 们 本 章 余 下 部 分 所 要 研究 的 主要 课 
题 ， 帮 在 后 面 讨论 。 先 看 玉 较 容易 解决 的 第 四 个 问题 ， 莽 且 用 下 
面 定 理 给 出 问答 。 

定理 1.3.3 设 人 ,了 是 域 记 上 的 线性 空间 ， 且 维 数 分 别 为 ?= 
与 x} 及 设 留 ,二 和 xis x x 省 ,二 {yi yas 
ym} 分别 为 ,了 的 基 诡 。 纵 定 A=(a;s)eP”*"” ， 则 存在 唯一 
的 线性 变换 T， 革 一 了， 它 关 于 菇 诡 查 多， ，. 才 :的 于 阵 表 示 为 
A, Nm) gg gg, = 


a={é1: E23 rs Ea) TeP" 


县 jx 二, 儿 ,a 二 SEixie 及 取 


2 一 涩 ,，Aa = 之 (二 je 


二 一 


作 映 身 
Tr X—>Y 
x y 
亦 妈 Tx 二 留 ;Aa。 则 可 避 证 明 全 就 是 定理 中 所 楼 求 的 线性 变 
换 。 
首先 证 明了 是 线性 的 。 为 此 ， 任 取 4，ve 读 ， 它 们 关于 甸 , 的 
坐标 分 别 为 
p=(n1: Wes es Nr), G= pis Pas rs ya) 
肥 有 # 二 .多 1 PP， Uv 二 之 191 及 性 取 4，je 丫 ， 则 显然 有 


4 二 Hi 一 4 容 杞 下 需 19 一 需 区 4 六 二 HG) 
而 湛 刀 的 定 艾 有 Yu 一 雪 。 dp p 一 . 吉 ,， 49， 且 

TiAwT HD= BACAp + ug) 

一 4 二 二 49 
= ATu+t+nATy 
这 者 明 也 是 线性 的 。 
再 证 了 . 需 : 二 .和 需 。4， 是 然 每 个 xi 轴 ; 关于 . 罗 的 侍 称 为 

eitR" ， 基 xi 一 .多 :eto 故 据 刀 的 定 尺 有 7 了 xx: 一. 雪 :4er， 从 而 
有 


TTx Tx Tx) 
=(B de BB, Aes BB ,Aen ) 
二 才 ,， A(elerrres) 二 过, AT 二 A 
最 后 证 明 人 的 唯一 性 。 若 还 有 线性 变换 7 ;， 夫 一 >Y 也 满足 
7 罗 :=. 寡 :4， 则 把 读 式 与 
1 BA 
相 减 ， 独得 到 了 | 学, -了 名 ;一 9， 项 和 !1 一 了 了 滨 1， 亦 加 对 
每 个 x;t 惫 ;都 有 Tx: 一 Txji。 从 而 对 任意 的 xe 拉 ， 且 设 


x 二 > vt， 都 上 有 


1 x= 2 eT 1x 一 > gil x,=Tx 
i 三 1 二 1 


这 表明 了 :与 了 作用 在 涉 上 完全 是 一 笋 的 ， 故 有 了 = 了 in 

土 面 定理 涡 诉 我 们 ; 在 指定 了 半 ， 了 的 一 对 基底 之 后 ， 每 个 
线性 变换 7 了 :所 一 > 了 关于 这 对 基底 有 唯一 的 得 阵 表示 .45 反 过 
洲 ,每 个 短 阵 As" "也 能 唯一 二 定 六 一 个 续 性 变换 了 :元 一 > 了 ， 
且 它 基于 指定 的 基底 的 第 阵 袁 示 怡 好 是 4。 在 这 种 意义 下 ， 扼 阵 
空间 严 "“ 可 以 与 集合 

工 ( 议 ， 了 Y) 二 {TIT 古文 色 了 Y 的 线性 变换 } 

建立 起 一 一 对 应 的 关系 。 如 果 对 全 人 台 基 ( 导 ， 了 ) 定义 如 于 和 运算; 


~ 45 ~ 


rp A 


YT, SeLCX, VY), 2, neF, xtN, 
{FF 人) 人 十 
CAT x A x 
则 不 准 验 证 上 (和 ，Y)》 是 城下 上 的 一 个 线性 寄 间 。 村 性 可 以 证 明 
线性 空间 ?二 L(A， 了) 在 代数 上 米 看 有 完全 相同 的 结构 ， 二 
是 各 自 所 包含 的 苑 满 椒 同 而 已。 
定 久 1.35.4 间 一 个 城 瑟 上 的 线性 空间 天 与 之 间 ， 如 果 在 
在 一 个 映射 才 一 > 人 ， 对 -- 切 xz Yo 二 及 4，&e 匹 满足 ， 
i， oot)== 了 .0 是 到 上 的 肪 射 ; 
2. 当时 有 SCx1) 半 (xg) 0 地 对 一 的; 
3， of2xi+HxrsysAoafxyiTAcgxzz) 0 是 线性 的 ; 
别 丈 革 与 FV 是 《代数 上 ) 辣 构 的 而 0 是 做 人 竺 与 之 司 的 一 个 问 
构 上 师 射 。 换 和 甸 话 说， 如 果 在 半 ，Y 之 膨 在 在 -一 个 一 一 到 上 的 线性 
恋 换 9 ， 则 称 下 与 Y 是 同 构 的 线性 守则 。 
定理 1.3.5 内 加 FF "与 CX 了) 是 尼 构 的 。 
证 明 ”指定 了 鞋 与 的 林 询 甸 115 多 之后, 则 手 -7e 志 [人 ， 
六 ) 半 于 这 一 对 基底 有 了 唯一 的 矩阵 Ae" 与 之 对 应 ， 即 
nf) gg,, 多 ,一 或 1 了 留 , 二 贸 ,4 
现在 年 申 射 


oT LOX, VI—3 Fm" 
了 | 一 全 .4 

出 前 面 的 定理 1.3.3 发 蝇 邱 一 一 到 上 的 肌 射 ， 所 频 只 须 证 朋 c 是 
缆 扩 的 。 汐 紫 ， 任 取 当 1， St 上 (XE, Y)， 2， 4 有 有 旦 证 
Si 二 BS, = DD, CC, DeP™wr, Wot SY)= 人 0, 
ot 二 妃 : 则 按 Z5S1 nSieL(t 人 X,Y 了) 的 定义 ， 对 和 任意 的 
xe 上 和 

《491 二 SS 
鼓 对 每 个 x jt 党 1， 也 用 


CASI HATTA 
从 而 有 
(ASI+TAS,) =A TS 
-区 CH 
比划 oASitHS) =A) TA ES》 
这 恒 证 明了 g 证 线性 和 的。 
定理 1,3.6 没 0 自 线性 宏 间 这 ， 了 之 闻 和 的 -个 间 构 肌 射 ， 测 
于 中 任 一 组 线性 无 美的 向 量 人 xi， ox} 作品 之 全 的 梨 
fox or Oxi 上 也 是 线性 无 基 的 。 
证 明 设 有 ZX， A pt 上 使 税 


Aox” + i, oxs 二 小 Zr 


则 据 c 的 线性 侯 ， 有 有 o( 守 4x，) 一 0 又 用 十 是 -- 一 到 1 的 


线性 上 隐身 ， 朴 只 有 人 0 村 六 人 人 Po 而 上 手 下 
二 Ee 


EN 4 } 是 线 插 无 美的 ， 幢 有 1 二 4 一 二 2 0: 

定理 1.5.7 每 个 域 记 于 的 n 维 线性 空间 F 帮 与 上 * 同 构 。 从 
面 每 个 半 维 的 实 线性 空间 都 与 R” 同 构 ， 街 个 后 维 的 复线 性 空 所 
都 与 C" 同 构 。 

证 明 设 . 容 = TY xs 9 是 扩 的 一 个 指定 的 基 虎 ， 
旭 任 一 xs 玉 午 有 

人 1 二 Saxa x 

洪 中 2 二 (51 二 2 是 叭 一 的 。 这 说 明 xe 扩 
恒 其 《关于 蔚 府 罗 的 】》 举 标 6 有 一 个 对 详 关系 ， 记 之 为 0， 划 
Cx) 二 a; 很 显然 ,不同 的 x，We 矿 ， 尖 十 基底 多 的 缀 标 是 不 同 
的 。 代 而 表明 映射 


U >" 


一 
是 一 对 一 的 陋 射 。 另 奸 ; 性 取 geftr"， 也 寿 有 %== 才 gt 与 之 对 
~ A7 ~ 


应 ， 说 明了 是 到 上 的 。 为 了 证 明 a 起 线性 的 ， 任 取 x，yeV， 4， 
HEF， 且 设 x 二 党 # ;y= 当 bb， 芭 0(x)=a，o(y)= 二 6。 则 因 
Axt+ HY= /Ba++ uPb= P(Aat ub) 
县 
outax tuny)})=Aat+nb= Aotx) Tr uoty) 
故 证 明了 o 是 一 全 线性 映射 ， 从 而 证 明了 o 是 与 FF" 之 间 的 一 个 
同 构 映射 。 
推论 1.5.8 对 于 线性 空间 YY 中 的 线性 无 其 组 {xioxrs:…， 
xn ， 苇 关于 斑 的 任 一 基 谨 . 罗 的 坐标 {al，asr，…，ar 在 瓦 ” 
中 也 是 线性 无 美的 ， 反 之 亦 然 。 
推论 1.5.9 如 寺 : ， 需 :分 别 为 天， 下 的 基底 ， 了 Te ) 
mi) ， .A a ee Ps: 式 壕 


BI)= {ye y=Ix, xeX} 
BA)= {veF "v= An, uel "} 

出 第 (了 与 凶 ( 们 是 司 构 的 ， 部 
dimB (TT) 一 dim. 罗 (4) 一 rank( A)=rank(7') 

证 明 不 兴 一 般 性 ， 我 们 就 这 种 情况 来 证 明 : 7 了 etX,Y) 
不 是 堆 变 换 ， 且 指定 的 基 隘 . 才 ,= 一 fy，xr， xl 中 的 向 
基 的 排列 满足 : 

Tx Jiery 人 
由 83.2 线 性 变换 的 性 质 4 的 证 明智 
,网 (7 ) 一 spang wii Txss ny Txr) 
且 {7x Tea 了 了 xrj 汶 只 (了 ) 的 一 个 基底 。 故 有 
Tankf 了 一 di 用 (了 ) 一 了 
另 一 谎 面 ， 买 有 
BCA)=span(ars a "+ Gs) 
而 撕 mT) gg,, 儿 ， 志 的 定 儿 知 了 罗 1 二 完 : 4 即 


(Tx xarT xn)= (ys V2» *** tj[aiaa…anj 


~ 


说 明 .4 的 "个 列 向 量 ai: ， Gs """, On 分 别 是 Tx，， Tx 

Tx 甘于 基底 牧 , 一 #1 a9， 8m} 的 坐标 。 肥 由 于 与" 

同 构 ， 帮 由 推论 1,3.8 知 ;G1 qz ar 是 线性 无 英 的 ， 六 插 

Txj;=0 (fr 二 1 aj=0 Cr + 1 in), 从 而 说 明 
BA) =apantar: ar，…，Gr) Hrany(A)=r 

由 于 多 (了 ) 与 P(A) 是 局 一 个 域 马上 的 ”> 维 空间 ， 故 是 同 构 的 。 


、 线 性 变换 的 最 简 矩 阵 家 示 及 特征 值 


一 个 线性 变换 基于 宗 间 的 不 间 基 底 有 不 同 的 朱 阵 党 示 ， 但 这 
些 矩 阵 两 西 相似 。 所 以 一 个 线性 变换 能 否 右 基 简单 的 第 阵 表 
示 ， 等 价 于 它 的 一 个 矩阵 表示 在 相似 的 意 多 下 ， 能 有 怎样 的 最 简 
形式 。 具 矢 阵 的 角度 来 看， 需 年 阵 及 单 估 矩阵 最 为 简单 ， 但 它 门 
对 应 的 线性 变换 分 别 是 车 变换 及 恒 等 变换 ， 这 未 驶 太 特 殊 了 。 除 
此 而 外 ， 纯 量 手 往 az 对 应 的 是 相似 变换 e7 ， 也 比较 特 锭 ， 所 以 
我 们 考虑 对 角 矩 阵 。 

如 果 线 性 变换 7 关于 窗 问 的 其 一 基诺 . 才 = { x1,xs,*…' xs} 
和 第 轿 表 示 

5 gy ~—D=digtdr, dos 0, tn) 
则 显然 有 
一 TY 一 1，2，…， 姑 
如 果 九 的 主 对 角 元 1ad， da， ad 中 共有 > 个 不 为 雳 ， 不 
妨 访 为 Hi di 入 di.? 共 余 的 ?rr 个 为 需 ， 设 为 di ? 
d ;,，*…， dj,_,， 则 很 容易 看 出 
(1 )=span( xi,, Rit Xi 
HT Is pa x, Xis Xi 
其 中 Wi? Xi | 为 基底 狠 二 ls Xa ss Xn } 中 的 向 莉 。 所 以 
人 的 秩 与 堆 度 是 一 目 了 然 的 。 而 且 线 性 变换 的 共 它 数值 特征 ， 如 
特征 值 等 也 是 显然 的 。 但 是 ， 还 必须 者 虑 这 样 的 问题 : 


~ 49 ~ 


第 -.， 每 个 线性 变换 了 稳 能 有 对 角 扼 阵 表 示 吗 ? 或 者 说 ， 怎 
样 的 个 才 丰 对 角 阵 表示 ? 
第 二 ， 如 果 了 有 对 角 阵 波 示 ， 著 玄关 于 哪 -- 个 基底 字 和 对 角 


阵 焉 示 ? 如 何 求 它 ? 


第 三 ， 如 果 了 注 有 对 角 阵 过 沾 ， 虎 么 它 的 最 薪 拓 阵 表 示 叉 具 
什么 样 的 形式 ? 

以 上 癌 题 是 我 们 要 深入 讨论 列 线 索 。 为 此 我 们 先 从 了 的 特征 
值 和 特征 站 最 人 省 。 

定义 1.35.10 设 半 是 威 上 的 n 维 线 往 襟 间 , 而 TT: 和 A 一 访 芭 
足 一 个 线性 变 独 。 如 时 有 2e 户 ，xte 下 是 xss0， 使 得 了 < 一 4x， 
册 称 4 六 了 的 一 个 畦 征 值 ， 而 x 为 人 关于 4 的 等 征 人 向量。 而 所 有 请 
四 方程 x 二 4x 的 向 量 x 的 集合 ;构成 革 的 一 个 线性 下 宏 辐 ， 记 
之 六 CX4)， 时 人 微 YY 美 十 4 的 特征 子 空间 。 

如 时 7 甘于 下 的 蓄 廉 党 一 {x:，xs， …，xs} 有 对 角 算 阵 
四 类 未 ， Dn ) gy =D=diagtdys "ws tn, 

(7 
= (xs dyxas es dss) 
其 面 可 知 
Ta 1 2 
这 变 明 每 个 基 向 悬 x ;都 世人 关于 共 畦 征 值 di 的 特征 让 量 。 从 而 
进一步 得 到 这 样 的 结论 ; 

在 对 角 阵 表示 的 必要 条 件 是 了 有 #4 个 线性 无 美的 特征 向 
蜡 '。 

这 个 条 和 件 是 否 充分 呢 y 如 果子 有 “个 性 线 无 关 的 圣 征 向 量 
3 aa 其 对 庶 的 特征 征 为 4 ， 4 ，…， 人 它们 可 
忆 机 问 ) ， 吉 

了 一 
则 和 xi xs xn 林 构 戌 垃 的 一 个 起 谋 . 守 ， 很 显然 有 
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(CT xs xs! i Txn) 


一 (xi， Asxys ts dnxn) 
Xl oy 人 


昌吉 = 者 太 ， |! 内 一 diagf Ai， 了 人 人 oD 这 家 基 
二 (了 凶 二 入 是 一 个 对 角 阵 。 亿 而 说 朋 条 人 御 也 是 充分 的 。 这 样 便 


得 到 上 面 第 -个 问题 的 回答 ; 

定理 1.3.11 线性 变换 T， 六 一 > 外， 有 对 角 阵 两 示 的 充分 
必要 条 件 是 它 有 产 个 绥 性 无 关 的 特 钙 向 是 。 

要 租用 上 面 的 定理 东 制 断 了 是 否 有 对 角 阵 表示 ， 就 必须 求 山 
人 的 所 有 特征 向 最 ， 然 后 检验 大 衙 有 个 线性 无 关 的 。 找 出 了 了 
个 线性 无 基 的 特征 向 量 ， 便 可 作为 并 的 基底 ， 人 关于 这 个 基诺 的 
矩阵 袁 示 就 是 以 相应 的 问 个 特征 值 为 主 对 角 元 的 对 角 矩 阵 。 一 般 
来 说 ， 按 特征 [向量 的 定义 求解 算 子 方程 Tx -一 x 是 难以 达到 日 的 
的 。 为 此 ， 还 是 供 助 丁 下 的 什 阵 琐 示 来 老成 间 慎 。 

任 指 定 外 的 一 个 基底 多 = {x ,xs xs}， 求 出 信 关 于 
罗 的 矩阵 表示 m(7') 名 = 4。 设 xe 是 了 的 一 个 特征 向 量 ，2 
总 相应 的 特征 导 ， 纯 

fx Ax, x Ael? 


则 * 可 册 零 线性 表 出 ， 斯 


一 二 
i1=1 


上 中 和 一 (1 Su ry < 了 十 机 法 于 ,. 坟 的 名 标 ， sth"o 虐 而 
有 

Tx=7 了 4， Ax— BAE) 
根据 x= 2x 有 .多 16 = 芬 (%5)。 这 样 便 得 到 了 的 特征 向 量 x 关 


于 . 容 的 构 标 上 所 满足 的 方程 
4 一 <ss0， AeF 
这 是 一 个 线性 方程 组 ， 交 与 
Tx=Ax, x0, AeF 
相似 的 形式 。 如 果 我 们 也 把 二 定义 为 矩 和 阵 4 的 特征 向 量 ，4 为 相 
应 的 特征 值 ， 则 了 与 4 有 祖 同 的 尾 征 慎 ， 而 在 转 征 向 量 * 与 # 之 
间 的 闫 柔 世 很 靖 楚 ，3 为 x 美 于 多 的 坐标 。 所 以 ， 如 果 能 求 出 4 
的 所 有 特征 值 和 特征 向 量 ， 则 了 的 所 有 特征 值 和 特征 向 量 也 就 可 
知 了 。 再 程 据 空间 与 下 "是 同 构 的 ， 网 为 有 同 构 映射 
Or XP? 
xi—>£ 

所 以 检验 .4 有 无 x 个 线性 无 关 的 特征 向 最 就 够 了。 因此 ， 关 十 了 
所 提出 的 问题 ， 就 转化 为 关于 其 人 算 阵 袁 示 .4 所 提出 的 问题 。 下 面 
仅 就 扎 阵 来 考虑 我 们 所 提出 的 问题 。 

定义 1.3.12 投 AeF”*" ,如果 存 在 At 下 ,0 六 xe 了 "满足 
Ax 二 4x， 则 称 4 为 4 的 一 个 特征 镇 ，x 为 4 的 美 于 4 的 特征 向 
量 。 

方程 (47 - A)x 二 0 要 有 非 零 解 ， 虽 其 采 数 矩阵 2 了 一 4 必须 
是 降 和 区 的。 所 以 有 下 述 结 座 ， 

定理 1.3.135 对 于 短 阵 AeF"*"， 下 述 俞 题 是 等 价 的 ， 

1， 4 是 .4 的 一 个 特征 值 ， 

2 眠 阵 47 - 4 是 确 异 的 ， 

3， del(AT — A)=0 
其 中 (3) 比较 重要 ， 因 为 它 告诉 我 们 如 何 去 求 4 的 特征 慎 。 

把 行列 并 det(27 了 ~- A) 展开 可 知 它 是 4 的 一 个 nn 次 多 项 式 ， 
多 项 式 的 条 数 属于 矿 。 而 17 就 是 这 个 多 项 式 的 要 (限制 在 六 土 求 
根 ) 。 流 


可 一 (人 Gin 
册 


| 
4-a Tl "™ Tn | 


加 外- me gn 
fd AT- A) = 及 
as a Aa | 
=A" tad lt ent+an? Ge 


我 们 把 疙 4) 呀 微 4 的 特征 这 项 式 ，-4 的 特征 什 4 就 是 方程 六 4 一 
0 在 天 中 的 根 。 所 以 ， 和 欲求 4 的 特征 值 , 需 先 求 特征 多 项 式 灰 4) 
然后 解 方 程 i(4)= 二 0。 一 般 来 说 ， 这 是 相当 困难 的 ， 在 数 丁 计算 
上 很 步 禄 这 一 途径 去 收 。 

例 1， 设 了 是 R* 上 的 一 个 线性 变换 ， 它 关于 标准 基 订 【el， 


es } 的 拓 阵 表示 为 4 一 [ ，。“，]， 则 它 的 特征 多 项 式 为 


-1 
0 
A000-| i 


由 于 fA(2) 二 4* 一 1 在 民 上 洲 有 根 ， 故 了 在 R 上 没有 特征 值 ， 当 然 
也 汕 有 圣 征 向 量 ， 从 而 了 没有 对 角 阵 表示 。 

如 果 把 了 定义 在 C* 上 ， 其 关于 { el，es} 的 年 阵 表 示 仍 为 
例 工 中 的 4 则 六 4 一 42+1 在 和 上 有 两 根 ;，- 1， 这 时 了 (或 
4) 恒 有 两 个 特征 值 ， 尽 后 会 知道 了 有 对 角 阵 表示 。 所 以 在 讨论 
特 和 狂 值 问题 时 ， 必 须 小 心 线性 空间 启 傅 地 的 城 。 

例 2， 设 了 是 R* 上 的 线性 变换 ， 共 关于 标准 基 诡 {el， sea， 
ss } 的 矩阵 表示 为 


3 1 一 上 
4-|: 2 -| 
2 2 0 
则 计算 可 知人 (或 4) 的 特征 多 项 式 汶 


fA)=dett 47 — A)=As— 5A:+84-4 
=(4- 4-2)? 
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故 有 特征 值 4:=1，4s=4s 一 2。 将 2 分 别 代 人 人 (27 一 
ww=0， 则 有 有 
(A117 -Ax=({ - A)x=0 
(A 4x 一 (27 — Ax=0 
出 -Jrankt7 - 4 二 2， 故 求 得 (7 - 4x=0 的 基础 解 和 为 xi 二 
(1，0，2)7。 了 关于 4 红 有 一 个 线性 无 关 的 特征 商量 ， 即 
E{AI)=span( x1)o 由 于 rank(27 - 4 一 2， 故 求 得 上 27 一 A) x -= 
8 的 基础 解 系 为 as fl，i， 2)7， 关 于 也. 只 有 一 个 线性 无 
闫 的 特征 向量 ， 印 事 人 (42) 一 spanfxa)e。 人 是 三 维 室 同 上 的 线性 算 
子 ， 市 只 有 二 个 线性 无 美的 特征 向 量 ， 故 浊 有 对 角 阵 表示 。 也 就 
是 说 ， 它 的 孝 阵 表示 有 4 不 能 与 对 角 阵 相似 。 这 种 情况 ， 一 般 把 了 
{或 4) 是 做 亏损 的 。 很 多 数 科 书 上 飞 把 有 对 角 阵 表示 的 线性 变 
换 生 ， 或 与 对 角 阵 相公 的 谨 阵 4， 呈 修 是 可 对 角 化 的 。 
上 面 的 讨论 ， 络 出 了 求 线性 变换 了 的 灶 征 向 量 的 一 种 程 厅 ， 
1. 指定 空间 下 的 -- 个 基底. 多， 求 为 了 基于 这 个 基底 的 妹 陈 
表示 Ht) 二 全 
2， 求 4( 战 了 ) 的 特征 才 项 式 
TAY=det(AT — A} 
大 在 限定 的 域 示 上 求 4) 一 0 的 棚 ， 
Di Aas rs ps DR 
3， 分 别 把 特征 利 4， 代 久 方 程 ， 便 得 
《47 一 YA0 1 2 
共 中 1 为 不 出 特征 慎 的 个 粮 。 求 解 达 些 方程 的 解 ， 它 们 是个 的 特 
征 向 量 关 于 基 贬 . 客 的 坐标 。 从 而 可 求 得 了 的 特征 向 量 。 
4. 通过 考查 二 的 所 有 特征 向量 的 极 大 线性 无 闫 组 包含 问 景 
的 个 数 ， 他 可 和 制定 44 郁 否 与 对 角 阵 相似 ， 即 了 能 否 对 角 化 。 
当然 ， 上 上 面 的 特别 法 则 在 是 唯一 的 ， 也 不 是 最 好 的 ， 在 其 旦 
情形 之 下 ， 还 是 不 可 行 的 。 但 它 是 晕 基 本 的 ， 很 多 具有 技巧 性 的 
全 54 全 


逢 别 法 是 在 此 基础 上 演变 而 来 的 。 下 证 我 们 进一步 分 析 可 对 角 化 
的 线性 变换 还 有 什么 特征 。 
假定 TT 是 可 对 角 化 的 ，21，24。，…，4; 是 它 的 所 有 不 同 特 
征 值 ， 则 存在 一 个 基底 .多 二 全 和 } ” 使 得 
m{T) 二 diag(4，42， "es 4) 
共 中 4 有 重复 的 时 ， 不 妨 设 ;的 重 数 为 d ;， 适当 地 把 .多 中 的 基 
向 量 调 渤 次 订 ， 变 为 多 ， 则 有 
7 了 47 ， 
: 2 fs | 
m1) g, = 、 | 


四 
和 


AsT ys 
臣 中 了 eiX*;。 中 这 个 矩阵 可 以 看 出 两 个 年 要 的 事实 : 
第 一 ， 了 的 特征 多 项 式 /(4) 是 线性 因子 的 宕 积 ， 划 
f= A A Ao) ee CAA) 
这 现 明 可 对 角 化 的 开 ， 共 转 征 多 项 式 一 定 能 分 解 为 一 葡 因 式 的 等 
积 。 所 以 ， 如 果 殊 是 代数 上 封 财 的 , 比如 到 = 上， 则 它 上 面 的 任 
一 多 项 式 嵌 可 而 如 此 的 分 解 ， 这 时 了 太 可 能 可 对 角 和 化。 反之 ， 如 
果 扎 不 是 代数 上 封闭 的 ， 如 王 =R, 则 它 王 面 的 多 项 式 不 一 定 能 有 
上 让 的 分 解 。 因 此 ， 了 的 晨 征 多 项 式 若 不 能 作 如 此 分 解 ， 则 一 定 
尽 不 可 对 角 化 的 。 要 特别 强调 的 号， 即使 了 的 特征 多 项 式 有 如 此 
区 分 解 ， 得 森 必 相对 角 化 。 

第 二 ,7 作为 特征 多 项 式 的 根 ， 其 重 数 4 (又 时 做 4 的 代 
数 重 数 ) 等 于 如 (2) (对 应 于 4 的 所 有 特征 向 量 张 成 的 特征 了 
容 问 》 的 维 数 《 叉 趾 做 4; 的 几何 重 数 ) 。 也 就 是 说 ， 了 可 对 角 化 
的 一 个 充分 必要 条 件 芭 :每 个 特征 值 4, 的 代数 重 数 d; 都 等 二 其 
几何 重 数 dimnE 4)。 或 

d=dimE(A)=—=n— rank( dT - A) 


因为 一 个 对 角 阵 的 规 席 《其 等 空 间 的 维 数 ) 等 于 其 主 对 角 元 等 于 
圭 的 个 数 。 而 生 阵 m(T 了 ~- 412 oy, 恰好 有 dd; 个 主 对 角 元 为 等 ， 


故 零 隋 为 中 ， 而 显然 EC(41) 的 弘 数 正好 也 是 d;， 记 以 有 如 此 的 
结论 。 这 里 内 讲 了 4#, 一 dim(A1) 1 二 1,2,…， 包 是 了 可 对 角 化 的 
必要 条 件 ， 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ， 请 读者 思考 一 下 ， 为 什么? 
下 面 的 讨论 也 可 解决 这 个 同 题 。 

萝 志 是 域 瑟 上 的 革 维 线性 空间 ， 了 : 对 一 区 是 一 个 线性 变 
换 ， f(4) 是 柔 效 取 自 五 的 任 一 多 项 式 ， 则 据 前 面 关 于 线性 变换 
的 线性 运算 的 定 多 可知，f( 了 jeL( 开 让)。 和 如 果 有 Ae 耻 xe 计 
满足 Tx 一 4x， 则 世 有 A(T)x= (4)x。 由 此 我 们 可 以 证 明 如 下 
的 结论 : 

定理 1.5.14 考 线 竹 变 换 了 : 二 一 > 和 的 所 有 不 同 的 特征 
值 为 4， 4 A E40) EE(44) 是 
对 应 的 特征 子 襟 间 ， 且 合 妈 1 二 CX)? 二]， 2 尺 ， 册 二 ww 十 
za 十 十 如 io 则 有 

w=wi Pw,PDDw; 

或 dim2w 一 dinw, 
世 就 是 说 ， ww;，…，w# 是 一 组 线性 无 美的 子 空间 。 

证 明 记 法 风 二 多 | 十 出 。 十 "十 rvs 本 身 说 明 w 是 本 的 所 有 特 
征 和 商量 张 成 的 子 空间 。 

要 证 明 双 是 请 w; 的 直 和 ， 据 定义 只 妻 证 一 w 中 的 零 向 量 有 了 唯 
一 的 表示 就 能 了 。 为 紫 设 

mixst "xs =0, wrtwy 
现在 来 证 明 xi==0， 1， 一 1，2，-…， 大 。 几 于 xi ， 贾 了 xi 一 
4ixwi， 从 而 有 CTD)xi 一 (41)x;， 共 中 (4) 为 域 严 上 的 人 尾 一 
多 项 式 。 因 此 便 得 到 
0= (7)0=7(T x + fT x te t+ fT)x, 
=f(A xt fA x tt fA 


~ D6 ~ 


由 隆 六 4) 是 尾 取 的 ， 故 可 选取 这 样 的 多 其 式 ， 


站 一 下 (7 /Tt 4,) 
;1 疗 ; 


一 二 2， | 上 
很 显然 1;(4) 有 如 下 性 质 ，: 
了 (一 全 ;ji 野 户 (4 一 1 (4 门 一 0 Ts 
分 别 将 C4)， (C4)， 了 (4) 代 入 前 式 ， 便 有 


0=f ,7)0= EfiT)x = DS fts 


页 
一 > Oryxi=x;: ?二 1 2， :sy 岂 
i=l1 


这 样 恒 证 明了 了 
下 
这 个 定理 告诉 我 们 ， 了 关于 不 同 特 征 值 的 赎 生 向量 是 线性 无 


美的 。 著 Bi 是 T 关 于 $; 的 一 组 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 则 {BB1， 
如 ，…， Bs 上} 也 是 线性 无 关 的 。 把 前 面 讨 论 所 得 出 的 结果 用 定 
理 的 形式 给 出 ， 则 有 ， 

定理 1.3.15 说 了 ， 二 一 全 二 是 一 个 线性 变换 ，14,，，4，， 
4 为 人 的 所 有 互 异 特 征 值 ，w; = 二 EC4A;) ，qim 二 一 mr 则 下 
述 命 题 等 价 

(1 了 可 对 角 化 

(2) 了 的 转 征 多 项 式 汶 fC4) 一 (4 一 A 一) 
(A A ndimw dr; f=1, 2 -…,k 

(3) dimX =dimwi +dimws tdimwy 

例 3. RR 上 的 线性 变换 了 关于 淮 标 基 详 . 儿 二 {el,ess es} 
的 矩阵 表示 为 


8 -6 -人 
mm(7) gy -|-: 
3 


WE FCA =iett ST — A)=7 -D2-2)*，71=1， 有 ,一 2， 咎 
rankt 4 -7 了 =2; tat(4-27) 一 1, 放 有 dinE(1)=1=d)， 
由 ma 三 (4 一 2 三 如， 所 以 能 得 出 尖 可 对 有 角 化 的 结论， 芭 4 一 已 一 
yiag(1，2，2)。 进一步 解 方 穆 级 (4- 7 站 xx 一 0 及 (4 一 27)7 二 0 可 
得 

2)=span(xi=(3, -1, 3)7), 

FPA) =apan(xa={2, 1;, 0)7, xs={2, 1, 177) 
若 取 加 一 x x rs} ， 则 便 梧 {7 ) gg 二 上 不 卫 


多 一 .8 的 藉 过 流 阵 二 (x ，x，，x4)， 从 而 
P71 AP=D 

从 已 上 的 过 启 米 看 ， 要 尖 断 了 或 4 可 否 对 角 化 ， 都 需要 精确 
地 计算 出 特征 值 辣 ， 还 是 -个 醒 殉 考释 所 4 一 0 的 求 报 问题 。 除 
韭 /(4) 很 特殊 或 次 数 很 低 ， 一 般 是 求 不 出 精 硝 各 的 ， 而 近似 要 
2; 代 大 广 阵 (47 - A)，r[ 能 金 候 它 的 秩 产 生 很 大 的 变化 。 所 以 
惠 诊 上 很 完 兽 ， 实 际 上 按 这 种 万 法 去 做 林 -… 定 能 盘 碟 功 。 我 们 再 
随 另 外 一 个 角度 ， 苑 用 昌 涉 多 项 站 的 未 证 束 耸 析 卫 的 可 对 角 化 的 
河 题 。 

给 定 P 了 eLCT，) ， 则 对 任意 的 折 纵 数 有 有 

了 

但 出 二 大 站， 区 ) 基 Foxe 艇 中 mCY， 太 二 n*。 所 以 科 浓 名 取 
到 ， {人 线性 祷 多， 从 而 存在 -一 
组 称 蝇 44， 4 ie 牛人 对 得 
mat eT tioart*=0 


这 说 明 多 项 式 有 和 二 尖 a 中 的 和 用 7 代 枯 后， 多 项 式 (7) 


革 一 个 宕 亚 换 ， 基 六 7 =0。 我 们 把 这 祥 的 多 而 式 A(4) 眶 做 
的 零 化 多 通 式 。 思 然 每 个 了 的 寄 化 多 天 式 莉 匡 存 在 的 ， 内 有 有 泥 究 
地 。 第 二 索 我 们 将 恬 和 证明 的 Cayiey-llamilon 定理 ,说 图 了 了 的 特 
征 多 项 式 庆 是 它 的 -个 喜 化 多 项 忒 。 我 们 把 了 的 谨 有 零 化 多 项 式 
中 玫 数 最 爷 的 ， 冯 项 系数 为 工 的 定 区 为 人 下 的 最 小 和 多项式， 记 之 
为 
ze 
副 白 战 计 ， 允 项 式 阅 zf 应 满 是 ; 
《1 雪 扩 2 的 荫 高 演 项 的 系数 等 1， 
(ar 是 了 的 一 个 鹤 化 多 项 式 :， Pr 一 0 
(如果 罗 4 中 了 的 过 化 和 多项式， 必 有 有 
mn AYl (A) 
二 prtz 能 咏 除 了 的 一切 考 化 多 项 式 。 很 显然 ， 的 股 小 多 项 式 
mztd) 下 唯一 的 。 攻 了 有 对 阵 汪 示 0 B 二 二， 则 


PIC rT)) gy 二 J 了 {AY。 疏 


fl)=0¢ > 141)=0 
这 滋 基 荆 与 4 有 相国 的 窟 化 多 垣 起 和 曲 小 多 项 忒 ， 当 然 这 里 也 老 
基色 了 相似 组 际 : 有 有 上 同 的 零 化 多 芋 忒 ,因为 对 任意 的 和 多项式/ (2 
都 并 
一 
这 样 ， 和 完工 与 斌 究 了 一 伴 丰 相同 有 站 这。 
据 Cayley-Hamillon 定 埋 ， 了 的 特征 多 项 式 证 了 四 老化 多项式 ， 
页 石 mrf2Jiae2z7r -34) ， 这 志明 茸 小 多 项 式 mx(4) 的 穆 示 能 
赦 出 了 的 特征 值 。 现 在 我 们 还 避 忆 证 遇 ， 
定理 1.35.16 了 的 特征 多 项 式 六 42) 与 最 小 多 项 式 P27(4) 人 
机 | 而 的 要 【不 让 要 的 重 数 ) 。 
证 明 为 此 ， 只 要 有 证明， 对 43:e 严 有 有 
meldo)=0<>fF(do)=0 


就 能 了 。 
必要 性 。 蒂 mr(40) 二 0， 则 必 有 rir(4) 二 (4 -40)g(4)， 忆 
q(t) 的 次 数 小 于 mrt4) 的 区 数 。 据 mr(4) 的 最 小 性 ，9( 人 了) 半 0。 
全 而 可 取 xt 节 使 y= 二 gal 个 )x 志 0， 因此 和 鲁 有 
0=mr(T)x=(T -A.T)g(T)x=(7 - 407)y 
这 击 明 0s 乓 是 了 的 关于 特征 值 4 的 特征 向 量 ， 当 然 特 征 信 4。 
是 特征 多 项 式 f(4) 的 棋 ， 即 
| f(A0)=0 
交 分 性 。 若 (7) 二 0， 则 4。 是 工 的 特征 慎 ， 故 存在 x 六 0 使 
得 Tx 二 4ox， 夫 耐 对 任意 的 多 项 式 9(4) 有 gy(7)x 二 go)x， 
当然 也 使 得 
mr(T)}x= mr( do)x 
但 由 于 mr (TT)==0， 况 mrtdo7x 二 0， 区 0 战 而 有 mr(40) 二 
0。 即 全 的 任 一 特征 值 ,都 是 最 小 多 项 式 mr(4) 的 根 。 
定理 1,3,17 苦 了 是 可 对 角 化 的 ，4:，4:，…， Zh 是 了 的 
所 有 互 异 特 征 慎 ， 则 必 有 
m7)=(4 A DAA ) 


证 明 ” 任 了 到 的 一 个 特征 向 量 xe 车 ， 则 人 它 至 少 满足 下 面 名 个 


方程 中 的 一 个 
(4 T_TJx=0，i1，2， 大 
共 而 恒 人 有 
AT -TCT ~ Td -Tx=0 
现 全 pt7)=(A7 -TAs 了 -了 (4 -个 ) 上 不 说 明了 的 性 
一 特征 向 量 x 都 落 在 p(T) 的 雳 空间 之 中 。 由 于 了 可 对 角 化 ， 即 
它 有 = 个 线性 无 关 的 特征 向 量 {xi，xa，  …，xr*} 可 作为 空间 
于 的 一 个 茹 底 ， 任 取 yt 六 ， 则 有 
NRX aa xytt dt Cnn 
从 而 可 知 
PAT y=a p(T x tap (Txs tetasplT )xn 


=0 
这 吉明 pl) 把 整个 了 都 变 成 了 零 向 量 ， 所 以 它 是 革 上 的 一 个 禾 
变换 ， 芭 pT) 二 0。 这 也 说 明 多 项 式 p{4) 是 的 一 个 堆 化 多 项 
式 。 从 而 有 

mA pt) 
但 mri4) 的 次 数 不 能 再 全 于 p(4) 的 次 数 了 ， 否 则 它 将 不 再 售 有 
天 的 各 种 不 同 的 特征 秆 ， 这 与 前 面 的 定理 矛盾 。 芍 共有 和 mrk4) 一 
六 (入 7 

这 个 定理 指出 了 :可 对 角 化 的 有， 其 最 小 这 项 式 一 定 是 不 同 
的 一 歌 网 式 之 积 。 其 实 ， 和 这 个 定理 的 通 也 是 成 立 的 : 车 了 的 最 小 
多 项 式 丰 不 同 的 -一 吏 因 式 之 积 ， 则 了 一 定 可 对 角 化 。 不 过 ， 要 证 
明 它 还 需要 其 它 慨 念 。 在 证 明定 理 1.3.23 之 后 ， 便 可 解决 。 

例 4. 求 例 1， 2， 3 中 的 三 个 线性 变换 7 的 最 小 名 项 式 , 例 3 
中 的 全 是 可 对 角 化 的 ,而 特征 多 项 式 叉 是 1 人 i4) 一 (4 一 1)(4~ 2 六 ， 
所 以 很 显然 有 

Hirf 4 一 《一 了 《一 2 
例 2 中 了 的 特征 允 项 式 也 为 上 = 人 (41)04-2 和 2， 租 它 基 
不 可 对 角 化 的 ， 当 然 不 能 有 
mr(AY=(A- (4 -2) 
但 受 知 本 的 特征 值 为 1，2, 故 只 可 能 具有 
mrt) = 1)(4-2) 或 mr(4)={4-1(4 -2)? 
再 根据 mr(4)1f(2)， 克 挫 能 是 mr(4) 二 (1)(4 2)*。 要 注 
意 ， 决 不 能 由 此 得 出 结论 : 不 可 对 角 化 的 了 一 定 有 mr(4)= (4) 
(的 特征 多 项 式 ) 。 

例 1 让 的 ， 共 特 入 多 项 式 为 1(4) 二 14? +1， 不 管 域 站 取 民 
还 是 取 C， 最 小 多 项 式 都 等 于 特征 密 项 式 。 这 是 出 于 4 不 是 线 明 
人 第 阵 ，mz{2 不 能 是 一 次 的 绿 放 。 

虽然 下 大 了 最 小 多 项 式 的 投 念 ， 但 对 解决 本 可 否 对 角 化 的 问 
期 仍然 起 不 到 决定 性 的 作用 ， 因 为 计算 TT (或 4) 的 最 小 多 项 式 


偿 沪 有 有 有 歼 方 法 。 不 过 这 个 鹿 念 在 线性 代数 中 和 还 是 重要 的 。 

对 解决 下 可 特 对 角 化 的 问题 ， 还 有 没有 共 它 途径 电 现在 我 
们 人 主 3[ 玉 不 变 子 空间 的 爸 念 ， 以 此 来 讨论 全 的 最 简 算 阵 表 了 东 。 

定义 1.3.18 没 T: 人 一半 是 一 个 线性 变换 ， TV 个 是 廊 
的 一 个 线性 子 窒 间 。 巷 ZYEHV， 即 任 取 xt 地 都 有 xt， 则 称 
下 为 了 的 不 变 子 宏 间 。 

据 定 六，{0}， 这 ， 过 CT) CTP) ma 藻 是 玉 的 不 
恋 子 空间 。 任 取 ， SeLCX, RR)】 有 RTS=,ST ， 人 加 | 多 (SS)， 
AAS) 夫 是 的 不 变 子 守 间 。 央 为 任 取 xe 名 CS 有 ye 六 使 径 x 一 
Sy 语调 有 

Tx=7 Sy= ST vt. ) 
任 取 xe 扩 (SD) 有 Sx 二 0， 艇 证 TxteA Sy， 所 为 
SOP | 

喜 吉 (C9) 六 了 的 不 变 子 空 问 。 这 表明 ， 儿 赴 与 了 可 交换 的 线性 实 
换 $ ， 其 值 域 与 过 空间 党 是 了 的 不 变 和 zs。 而 工 移 杜 … 多 天 式 
C7 DD) 者 与 了 可 交换 ， 故 p(T) 的 值 碟 和 老 窒 同 也 是 个 的 不 变 子 答 
何 。 乱 别 是 【7 - A470)* (R=0; 1 ，…)】 的 慎 战 和 等 衬 间 ， 革 中 
世 合 了 7F 了 的 特征 了 突 间 ， 攻 是 了 的 不 谈 子 涩 间 。 还 有 ， 不 变 子 容 
辣 药 和 -5 变 也 足 不 变 子 宗 谭 。 

当政 号 的 一 个 不 亚 子 实 间 有 时， 我 们 将 了 的 定 久 城 限制 竺 
上 上， 重 得 到 一 个 新 的 线性 变换 ， 几 和 散 芝 在 于 下 的 限制 ， 记 为 
?这 除了 和 人 的 定 艾 域 有 所 不 同 外 ， 东 息 基 无 区 由。 迹 不 蛮 
陪 空间 斌 的 继 数 为 rr， x 上 过 为 下 的 一 个 扫 
怀 。 把 它 扩充 为 

汲 二 后 x1; oR x } 


使 之 成 为 性 的 一 个 虐 诡 ， 命 m7) gy 二 ， 则 因为 


HE taoxet orixr TOxrtid T+ Ox 


了 和 人 1 十 CazNa 人 tt 十 Cr sxr +Oxrty 二 十 人 和 
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人 rN te ws 十 十 次 rr Ox ,ti 一 Dx, 
二 人 HT 二 Cr 和 十 


FarritXr FHrtirtixr tr tt on IN 


Txs—=A x Ani tr 
十 "二 ann 


C nD 
4=[ 0 pa) mTw) gO 


其 中 C= Ce; Di jr D(a) 1&1Sr: li 
一 feir)， TAISa rijsre 这 表明 当 革 = 人 BB 上 且 
i 二 span(xritt xn)】 轩 ， 到 与 "的 基 认 合 成 让 的 基底 
: 罗 ， 则 关于 这 个 基底 的 短 阵 表示 毛 较 为 兽 单 的 形式 ， 基 左下 
角 一 - 块 为 等 。 如 内 7 也 是 了 的 不 变 子 空间 ， 显 然 4 的 右上 角 -- 
坪 已 =0， 这 时 才 旺 声 对 角 阵 。 由 丰 可 以 想到 ， 如 果 z， ，rzy，…， 
ws 都 总 了 的 不 变 子 实则 ， 且 半 二 名 人 铬 名 tw， 则 取 讲 ww 的 基 
诡 合 成 省 的 天 底 .入 ， 信 活 于 .多 的 朱 阵 类 东 人 局 呈 
一 diagf di， 

地 国 阶 数 为 ww ;的 弘 数 ,还 可 以 进一步 想到 ， 若 个 能 分 解 感 的 
一 维 不 变 子 守 闻 {由 单个 圣 征 向 景 所 张 成 } 的 起 和 ， 则 一定 可 
对 角 化 。 由 此 可 得 丹 结论 : 

定理 1.5.19 人 可 对 背 化 的 讽 要 条 件 是 并 可 以 分 解 为 下 的 一 
维 不 变 子 突 间 的 醒 和 。 

根据 上进 分 析 ， 了 的 年 阵 霄 未 能 有 上 笃 梯 简单 的 形式 ， 取 决 末 
宏 辣 天 能 接 工 的 不 变 邓 空间 作假 样 的 下 和 分 人 解 。 省 和 分 解 中 不 恋 
于 襟 间 的 个 数 越 多 ,每 个 不 变 子 空间 的 维 数 就 越 低 , 了 的 答 阵 表示 
中 每 个 小 对 角 堪 的 附 监 亿 越 小 , 兵 而 越 简 利 .至 于 每 个 小 对 角 块 的 
结 梅 , 双 与 对 麻 的 不 变 子 空 则 的 结构 有 有 关 。 如 栗 要 问 ，- :个 变换 个 
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究 费 有 多 少 个 不 变 邓 空间? 它们 的 结构 有 什么 特征 ? 空间 无能 分 
解 为 其 中 的 部 分 不 变 子 空间 的 直 和 蚂 ? 对 应 这 个 直 和 分 解 , 全 的 矩 
阵 表 示 为 何 ? 这 些 问 题 要 闻 述 清楚 ， 希 更 做 不 少 的 准备 ， 花 很 人 
的 篇 幅 ， 所 以 这 里 只 能 这 样 给 出 一 个 结论 : 

如 果 臣 是 复数 域 C 上 的 # 维 线性 空间 ,和 是 区 上 的 一 个 线性 
变换 。 则 荆 的 特征 多 项 式 1 4) 在 C 上 有 :个 要 141，25 nh， 
如 果 基 中 互 蜡 的 共有 记 全 : 14，4，…，24， 重 数 分 别 为 da， 
das tds， 则 

FCO)=CA-ADTA -Ayes oe AA) 

据 前 面 的 过 论 知 了 的 最 小 多 项 式 应 为 
HrtAD)= A A A A A 
leeds: 1=]; 2; '"*， 

可 坊 证 明 ， 若 向， 节 |， 一 -rt -4 7 一 1，2， 天 ， 则 
易 知 每 个 w; 都 是 了 的 不 变 子 宏 间 ， 且 
=wi Bw ,PDs, 
车 BB; 是 色 ; 的 基底 ， 则 多 一 {如 ， 加 ，-…，B4} 为 下 的 一 个 基 
底 。 从 而 可 知 
m(T) gy 一 7 一 diag(7 Toes rs Th) 


其 中 J 一 Jw C41)=diag(CT Co) Ti As) ee fe, bd))e 


和 
Gm ixm t=1, 2， "ny ks， ine 而 中 的 Je,(4i) 有 如 
下 形式 
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大 且 还 有 这 蕊 ;一 a。 4,(4) 呈 做 一 个 Jordan 起 ， 而 每 个 了， 


都 是 若干 个 对 应 于 蛙 征 仿 4 ;的 Jordan 块 组 成 ， 了 是 由 站 个 形 如 了 
的 块 组 成 ， 钙 称 作 为 工 的 【或 了 的 任 一 知 其 表示 的 ) Jordan 标 
维 形 。 也 就 是 说 ， 在 复数 域 厂 上 尘 虑 ， 每 个 线性 变换 或 每 个 复方 
阵 都 有 一 个 Jordan 标准 形 。 说 明白 虚 就 是 ， 4 维 复线 性 宕 间 上 的 
线性 变换 都 有 一 个 Jordani 形 的 矩阵 如 示 ; 每 个 复方 阵 都 与 一 个 
jordan 形 的 筷 阵 相似 。 还 可 证 明 ， 若 不 计较 Jordao 块 的 排列 顺序 ， 
则 每 个 巨 阵 的 Jordan 标准 形 是 叭 一 的 。 由 于 这 个 绪 诊 的 证 明 需 要 
术 多 的 洪 备 知识 ， 且 证 明 过 程 的 本 身 实用 性 不 大 ， 所 以 暂 瞳 。 但 
由 于 Jorlan 标准 形 有 一 系列 良好 的 性 痪 ， 在 理论 分 析 方 面 很 有 价 
秆 ， 所 忆 在 第 二 章 末 给 出 一 种 构造 性 的 证 明 。 

在 结束 了 的 最 简 算 隆夫 示 的 讨论 之 前 ， 我 们 打算 再 完成 两 个 
结论 的 证 明 ; 

(1) 了 可 对 角 化 拓也 的 最 小 和 多项式 mmzrf4) 为 不 同一 次 因 式 
的 科 积 。 

{2) 可 三 角 化 专访 了 的 最 小 多 项 式 mr(4) 为 不 同一 次 因 式 
的 每 积 。 

为 此 ， 我 们 引入 传 沙子 的 概念 ， 莽 证 明 一 个 绰 理 。 

定义 1.5.20 设立 基 域 瑟 上 的 线性 空间 ， 厂 : 邱 一 人 二 是 一 
个 线性 变换 ,Yr 二 革 是 了 的 一 个 不 变 子 窒 间 ， FF[41] 表示 系数 取 
自 玉 的 所 有 多 项 式 的 集合 ，x 是 二 中 的 任 一 向 量 ， 取 五 [4] 的 子 
集 : 

GT 一 949 Yrxet 

显然 S7(xi 乒 ) 轩 BB， 轩 为 了 的 峙 征 多 项 式 f(4)、 最 小 多 项 式 以 
及 所 有 和 零 化 多 项 式 属 属于 这 个 集合 。 我 们 把 Srf(xi 政 ) 申 演 数 最 
性 的 首 项 系数 等 于 1 的 才 项 式 中 做 Sr(xi 环 ) 的 传 法子 。 

损 定 义 很 容易 证 明 ， 苦 Srfxi 防 ) 的 伟 落 子 为 90(4)， 则 必 
有 g(4)|mrt4)。 证明 如 下 ， 设 
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rp rp rp PPE 


PP 一 区 4 二) 
(4) 的 次 数 征 504) 的 次 数 生 x( 4) 半 0。 则 有 
OO=mrCT x= p(T g(t Tx trtl )x 
辆 r(x 二 一 D907 Dxo 四 十 907 DxeM， 而 下 为 站 的 不 变 子 
空间 ， 当 然 岂 是 p(T 了) 的 不 变 子 襟 间 ， 故 -p(tT)g(T)xelY， 从 
r(xe 玉 这 与 4(4) 的 定 头 予 盾 。 从 而 说 明 C2) 二 0， 弛 有 
gtaA) mr Ad) 

引 理 1.5,21 设 半 蕊 城下 上 的 n 维 线性 空间 , 而 了 说 一 六 
是 一 个 线 仁 变换 ， 已 工 的 最 小 多 项 式 mrrl 4} 能 分 艇 为 不 同一 次 因 
式 的 震 积 : 

1 一 (一 
区 设 扩 二 玉 号 了 的 自 不 变 子 守则 《二 所 》。 则 必 存 在 xt 车 满 
中 

(]) x 《这 类 明 x 诗 0) ， 

2) 【一 4 站 Xe 了 4 为 开航 其 一 等 征 值 。 

证 明 出 于 诗人 ， 下 存在 ye 让 上 y 访 玉 。 全 (MD) 是 Sply: 
1 》 的 传 渤 也 则 gC mrt4)。 指 9g(4) 的 定 多 知 gC7T ve ， 
避 所 jy 全 1 和 (2 和 常数。 而 锋 g(24)|mrl4) 知 | 

OZI=CL I EZ) (AA) es, 
Oe Er 
十 生 至 少 有 一 个 ej; 室 1。 不 妨 设 ej 守 1， 则 4 
CA)=(F AIRCA) 
渭 定 交 知 二 太 Tjy 和 0 有 x 二 有 Ty 多 厂 ， 政 有 
(CTA TT AA(T y= 90 yt 
从 而 完成 了 证 昌 。 

定理 1.3.22 立 利 人 如 引 理 所 设 ， 则 有 

7 可 对 角 化 <> ,my(2)= 和 (4 hh iSej 

证 明 ”必要 性 。 前 面 定 理 1.3.17 已 经 证 明 。 
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寺 分 人 性。 全 矿 是 个 的 雇 有 特征 向 尾 张 戊 的 于 着 间 ， 代为 了 的 


不 变 子 窄 间 ， 且 有 

= BB HW,=EA)s i=1: 2，… 
现在 证 明达 二 天。 采取 友 证 。 洲 diml 六 之 nn， 则 为 天 的 其 于 
阅 。 据 引 者 存在 x 多 iV 且 

CT 一 ;7xe， 4 为 人 的 基 一 特征 值 
全 8 一 (人 -447 了 ， 服 严 , 的 基底 互 ,， 则 
B= {Bi, Br : By 

为 钱 玖 基底 ， 或 会 e ;二 dimW;， 则 站 


ro 0 
- 雷 * 一 { 人 xl， IZ Ms Xiel! * Xl? 


二 ee 了 
由 于 ge 丈 ， 故 有 
| ‘a CE 
i 二 之 ， cir 1 十 之 ， oar Xar 十 "十 pr 


任 取 了 的 一 个 多 项 式 和 本 ) 作 用 上 式 软 问 有 


ACT OH = QT 了 AT 


+ EhT ws te + wah TY 


一 > Esk A xiell 
现 全 mz(24) 一 (和 一 2409(4)，9(4) 为 m7( 2) 的 因 式 。 


由 于 (4 一 a) 14" 一 a”)， 均 有 C4 一 o)1(f(2) 一 了 (a))。 据 此 有 


CA A ot) ~ od.)), 
qt2) -gt7 = A ANR(A) 
虐 而 便 有 
《人 Jr 一人 CD 
一 (了 一 有 
一 下 (人 


一 一 -一 一 一 一 一 一 下 rr rt 


4 


一 站 全 )8 
及 由 于 有 Ty 及 0=r(T)x = 一 7- 47703073)x 这 表明 
q(T)x 是 了 的 美 于 ;的 特征 向 量 或 每 向 量 ， 故 有 
q(T I ve Eh) =W ,Hy 
具 而 g(x 二 q(T 了 x 一 CT Dye， 但 x 入 V 说 明 0 门生 0， 否 
网 g(4;)xw 千 HY。 这 样 就 证 明了 (一 71g(4)， 亦 即 (4 一 4;)2| 
mr(4)， 这 与 mz( 是 不 同一 次 因 式 的 积 相 了 予 站， 训 反 设 不 其 ， 
庶 有 矿 三 大。 
定理 1.3.235 万 ， 人 如 引 理 上 记 汕 。 则 有 
让 可 三 衣 和 化 二 字 pr 一 (4 -A Did 一 ra 
CA AFD)TR 
证 明 必要 性 。 若 本 可 三 角 化 ， 即 


:Fl Fig ee rin 


nn 上 
了 


则 了 的 特征 多 项 式 为 

ADA rr ) 

= A CA A) 

di ds dd4 分 别 为 不 同 对 角 元 的 重 数 。 双 想 据 rrr 4)| (4) 
及 mnt 有 与 1(4) 相 辣 的 根 ， 压 有 

mr A=A A CAA) oe CAA) 

lr ds 
完 分 手 。 若 zr( A) 一 A (CA 一 Ao) "rs CA Ai)'s: 

我 们 来 构造 二 的 一 个 基底 . 守 = {x1/，xo， wx。} 使 得 


~ 68 ~ 


Tog res 
m7) yg 二 万 == : 
. AS rans 
首先 全 太一 10} ， 它 显然 是 了 的 暴 不 变 子 空间 , 指引 理 


1.3.21 看 在 xyt 让 且 xx1 臣民,。， 使 得 
(T—-rid x 
此 有 姥 人 xx 二 rj 1X1， 这 表 妆 ri 是 亿 的 特征 值 ， x1 为 相应 的 特征 向 
景 。 兽 合 刀 ,二 span(x，) ， 它 也 是 六 的 共 不 变 子 空 间 ,， 故 存 在 
ae 才 且 xs 各 机 1 满 足 ( 了 -rs7Jxast 了 1 故 调 设 (7 了 -as7)xa 一 
rizXyiy 亦 即 7 xs 一 rsxl 二 +aaxao 全 柬 ,一 spanfxi，x%sy 由 于 
厅 : 关 天 县 了 机 sC 环 :， 改 存 在 xsk 居 且 xs 扣 友 。 满 足 (7- 
rs321 )xst 了 ,， 椒 妨 设 
(TT~rasi)xs—=risx1 tr sxs 
丈 即 了 一 Ya 十 六 
旅 此 类 推 ， 癸 到 二 ,二 span(x1，xss '"…， xa) 三 让 为 止 ， 便 得 到 
下 的 基底 . 零 一 xxsy…xny， 且 使 
mT) gg = R=(rii): rii=0, 1 了 
推论 1.3.24 车 域 太 =C， 则 在 一 .4tC"*" 都 相似 于 一 个 土 
三 角 阵 。 
在 第 二 章 将 证 明 -- 个 更 强 的 结论 ， 即 著名 的 舒 尔 8[ 理 。 


五 ， 正 交 变 换 ， 本 变换 及 其 矩阵 表示 


# 维 内 积 空 间 是 三 维 几 何 空 间 最 直接 的 推广 ， 它 有 类 同 于 三 
维 欧 氏 空间 的 几何 辣 构 ， 护 照 儿 何 学 的 抽象 定义， 欧 氏 几何 学 是 
矿 究 正 记 变换 群 下 的 不 变量 。 所 以 正 变 变换 在 欧 氏 抑 何 中 占有 很 
重要 的 位 置 。# 维 内 积 空间 中 的 正 交 变换 ， 在 欧 氏 空间 中 时 正 


OE 


交 变 换 ， 在 西 空间 中 册 巩 本 变换 ， 尔 是 常 三 维 几 何 空间 中 的 笃 标 
旋转 及 鲍 象 反射 变换 一 样 ， 能 保 拌 有 向 最 的 长 底 向 最 癌 的 夹 有 不 
变 ， 蒜 至 一 些 儿 何 对 象 邦 不 发 生 形 变 。 归 和 处， 这 机 印 变换 在 理论 
分 折 和 数 德 让 算 中 也 转 别 有 用 。 

定义 1.3.25 后 氏 实 问 ( 西 襟 间 ) 二 上 的 线性 变换 了 中 做 正 
谢 ( 西 ) 变换 ， 当 筷 保 持 二 中 的 佳人 条 两 个 阅 景 的 内 必 不 变 ， 期 仔 
焉 vY，z5 至 部 行 


CPx] T= x1y) 

后 匡 把 正 变 全) 室 换 了 在 标 淮 开朗 基 下 的 短 陈 吉水 是 做 开奖 
( 西 ) 矩阵 。 

正 放 《上 遇 ) 室 换 有 了 下 种 等 价 的 征文， 

定理 1.5.26 设 了 是 欧 乓 ( 宏 间 天 上 上 的 线性 变换 ， 此 为 
玉 右 【 西 》 变 换 的 充分 必要 鳞 件 是 下 州 之 一 :; | 

(1 站 保持 南明 的 范 数 不 蛮 ， 也 恕 足 对 什 一 xx， 部 行 
7 

(2 把 下 的 一 个 标 洲 正如 庄 底 还 虚 为 一 个 标 玲 正 奖 基底 ， 
时 和 区, 欧 = {eyyesevyes Tele 门 一 时， 有 [Peer 一 
Os 


(3) 了 关于 全 一 标准 正 交 基底 多 的 簿 陈 炎 示 mm(7) y= 
Q (1) 满 是 Q7=Q™! (8-117) 


(4) 人 人 的 并 全 强 册 下 档 成 民 史 CG 的 一 个 标 汶 正 诡 茶 


底 。 
证 明 (1 六 了 是 正人 (两) 灾 扩 ， 据 定 7 
(Tx x)=(Cx| x), Yexex 
山 六 六 请 
之 ， 在 二 保持 范 玫 不 变 ， 妆 然 范 改 的 平方 亦 不 亚 ， 走 对 人 尾 
言 的 x， Je 这 
(Tx|Tx)=Cr lx), (Ty Ty) = {yy) 


CHOxt TERNTID Ce +t 
利用 浴 和 的 公主 展开 后 硬 “> 全 和 苇 式 天 消去 相 每 的 损 价 得 到 
CTE|T = xi) 
注意 ,对 西 变换 7 要 合用 内 积 移 共 辐 对 称 件 , 先 证 国 Re( 了 x? 了) 二 
Cx 1) ， 汉 广 则 


im x | i ly) 

2) 该 ers ers Cn} 信守 淮 正 安 具 轩 ， 2 ye 由 
Cerfen) 二 oi Y= 下 交 (机)】 突 
换 ， 则 和 有 

CFerlTe, tele)=6,; 
页 1z7ey es Yo 仍 是 妹 准 开 安 其。 
天 之 ， 背 人 ee ， 则 人 存 
fx 站 = 一 (> Tiey) 


1 sn 
DoEiyte le, = 
了 了 上 


开 
一 之 上 i 
i= 


(Tx) = eT ee;) 
二 之 之 二 ， (Tol ed SS. 
i 


豆 有 [xl 二 Cx 1)。 注意 ， 当 站 是 破 运 突 间 时， 上 述 畦 式 中 
Ns 

13) 设 生 ej? es er 一 .多 下 和 的 标准 让 安装 底 ， 则 
(ee 二 0 手 合 PC) 二 日 (0972) (成 =(9i11)) 这 时 


人 
Fe, . Se 
大村 吓 正 奖 《 西 】》 变 换 ， 则 据 (2》 知 


一 ?4 一 


Oe—— 


Tes lITej}=#,, 


从 而 有 
1j;=(Te, IT ei)= (qesl grrer) 
Ts 
= Ts 
将 它 代用 阵 则 有 


《QT 一 Gy 是 Q7O=J/ 
(UAHU);=6;,;s WUFU =1) 
反之 ， 从 日 7? 已 = TCRSEF = 了 了) 立即 可 得 
《Q Os = Ti 
= Ponidi(erle,) 
=(Fguer| > aies) 
={Te,|Te,}=6,; 
说 明 工 把 标 浴 正 灾 基 庭 仍 映 为 标准 正 交 基 诡 。 由 (2) 知 了 是 正 
变 〔 丁 ) 变换 。 
(4) 若 记 马 =(gigsgn 并 二 区)， 则 有 
QO=((971g: DD=UFU 
《间隔 7 一 (ay19 =U HU),; 
根据 (3) 的 征明 可 
{qi1q9i) = 61; 
其 而 说 明 91， 92z， qs 上 为 R"CC*) 的 标准 正 迹 基 麻 。 芭 之 
亦 然 。 
以 下 结论 是 显而易见 的 : 
推论 1.5.27 (IT 正 变 变换 不 改变 疝 基 告 的 夹 角 ; 
(2) 正 问 系 阵 的 行列 式 等 卫士 1; 
(3) 丁 甜 阵 的 行列 式 的 神 等 于 1 4 
《人 正 充 上 矩阵 的 乘积 、 六 仍 基 正 变 所 阵 ; 
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(5) 酉 撼 阵 之 积 、 逆 仍 是 酉 瑟 阵 ; 
(6) 正 变 阵 与 西 阵 的 和 畔 征 值 都 落 在 单位 圆周 上 。 


第 四 节 例题 与 习题 


1。 考虑 线性 倒 间 C* 中 的 下 列子 集 : 
ta) 二 一 (上 yeCei stR 
(pb) {x 一 (ESEa)reC si 一 0 
《cy {x=(é1; S62， ds)TeC? | 或 £1 二 0 或 #5, 二 0} 
{dad) {x=(é;ys Eas Es)TeCs le +6,=0} 
(ey) {x=(CE!, sz， Es) TeCsIE + =1} 
试 特定 其 中 吉 些 子 集 为 :的 子 空间 。 
2， 设 RLxj 为 有 所 有 实 柔 数 多 项 式 构 成 的 民 上 的 线性 空间 ， 
试 御 定 下 列子 集中 的 哪些 为 R[xj 的 子 罕 间 : 
(oa) {plx)e Rix]|p(lx) 的 欢 数 为 5 } 
《Do {plx)e RExJI2p(0)= p(1)}- 
Ce) {plx)e REx pb lx) 0 xeLO0, 11} 
(Cd) {plx)e RLxII plx)—p(l- x), YrxeR} 
3. 在 线性 空间 C6” 中 给 定 的 个 向 量 
Xi Geas rs Gin)s =: 2, oy 
试 证 ; {x xsr …， xa} 线性 粗 关 的 克 分 必 村 条件 是 
et( A)} =0, 其 中 
CAI aa cn 


dal Cae i Wan 


nl 全 天 了 si Cn 
4， 设计 是 一 个 5 维 的 线性 空间 。 试 让 革 中 的 枉 意 # 十 1 个 向 
量 都 是 线性 相关 的 ， 而 任意 #4 个 线性 元 关 的 向 量 都 构成 天 的 一 个 
基 语 。 | 
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-a 一 一 一 一 一 一 一 em 


5， 如果 把 雇 有 复数 的 集合 在 作为 实数 域 R 的 一 个 线 钙 
党 条， 试问 它 的 维 煞 竹本 过 少 ? 

6， 如果 把 所 有 实数 的 华 音 R 硝 作 因 有 圳 数 咸 外 上 的 一 个 线 
性 寺前。 试问 几 的 维 数 是 党 消 ? 

7 如果 Y ，Z 俘 荐 线性 空间 三 的 子 崇 间 且 维 翘 相同， 区 刘 
YZ iiiEY .ZZ 

8， 设 下，5 是 多 克成 家 向 REx] 中 的 商 个 子 集 ; 其 定义 


是 ， 
AN=TPCxeeh[xjlp(- 一 -0x)，YxeR) 
SeLxT Ps) 一 nx) YaxeR} 
还 骨 


Coa? 下 二 人 都 法 万 [xj 的 子 窒 财 : 
Cp) KS 和 罕 ， 地 R[x]= 玉 级 5。 
日 ， 1 训 x gy 的 耐量 ， 用 全 和 二 pant x HH) 
asbantas 2 试问 直列 哪 种 情况 使 得 6 好 中 浆 为 其 
[cj x={1;, 1 0; 0)7, y= (1,0,1,0)7, #=(0,1,0,1)7, 
v=(0, 0, 1, 1)7。 
Ch x ol1, 1 4 0)7, w=(0, 1,， -1, 1)’, 
1, 0, 0, 07, v=(0, 0 0, 1)’。 
(0) x={1: 0; 0,1)7, y=(0,1,1,0)7, 4=(1,0,1, 0)7”, 
vu=(0: 1, 0, 1)7, 
10.。 讽 司 是 实 区 上 城 R 下 的 x 维 线性 空间 ， {x x 和 Xn} 
汶 广 的 一 个 节庆 。 任 取 x，ye 昼 岂 有 
二 
Hx TR Tn 
我 们 把 x ，y 的 “办 积 ” 定 义 为 
Cx yy) = En i 
斌 证: (x 丰满 十 内 各 的 四条 公理 。 
11、 在 线性 空间 R" 中 ， 对 任意 向 量 
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XE 2 ts Sn) CW Nas Nn) 
都 可 用 枉 一 给 定 的 实 对 称 正定 阵 Ae R"***， 定 名 内 积 
{x [yy A 
试 证 : 这 个 断 笑 是 正确 的 ， 寿 瑟 朋 Canehy-~Sehwarz 不 等 式 相 对 这 
种 内 积 的 其 体形 式 。 

12. 试 证 : 让 任意 的 欧 氏 室 | 间 下 中， 和 任 有 取向 量 x ，yeE 生 有 

(a) Txtryill +H rx-yll =2)x|?+2lyi? 

CB) (xl = 4 Nxtyhls fy 
前 者 呀 焉 行 四 边 形 公式 ， 后 者 让 极 化 鲁 竹 式 ， 其 中 由 ，j 是 内 程 
诱导 的 范 类 。 

13。 刘 区 是 一 个 欧 氏家 网 ，jim 百 一 站 xi， Xu， A 
Wet Ly 可 用 xi xa: … xs} 线性 末 出 。 如 果 w 与 每 个 
YI 2 地 正 实 ， 直 证 

y= 人 0 
14， 在 西 家 间 C "中 ， 如 时 开 组 基底 
{x Xa Xa {Wis Har rs a } 

满足 

《人 1 
则 称 其 中 一 全 基 底 鸭 另 一 个 基底 的 伸 随 基底 ， 广 时 志 把 它 门 呀 做 
C "中 的 观 正 袍 族 。 试 证 ， 当 给 定 基 砍 【xi ?- 后， 存在 只- 的 
作 随 基 跷 Tv; 了 -，， 和 着 给 出 计算 {2 上 3 1 的 一 种 方法 。 

15。 利用 欧 氏 空间 愉 "中 的 Canehy-Sehwarz 不 等 式 证 有 明 ， 对 任 
膏 的 实数 gj ，a;，…，an， 避 有 冰 竺 起 


> far | < Wn? as + a -haa ) 
成 六 。 
16。， 设 和 Xi Xa? xu 是 天 维 欧 氏 党 和 闫 吾 中 的 一 个 标 
芍 正 挛 向 量 组 。 斌 证 : 对 性 意 向 量 *e 都 有 不 多 式 


四 ” PT qbar HT rrp Se 


PLE ER EA 
成 立 。 
17- 在 n 维 多 项 式 实 间 R[xJ:s 上 定义 变换 如 下 ;} 
T; RL 1 —> REx], 
pix)—> p(x+1) 
即 了 px) 二 px 十 1}。 大 取 . 才 二 1， x,… x”! 上} 为 R[x1, 的 
一 个 基底 。 
(a) 证 明了 是 一 个 线性 变换 ， 
《oj 求 出 了 基于 要 许多 的 矩阵 表示 。 


1 1 
18， 给 定 P 二 (，” ，)， 现 定义 线性 变换 ; 
1 1 
了 了 了， C22 > C2*2 


XI—>PX 
即 了 T= PX ， 并 取 C**3 的 一 个 基底 
1 0: 0 1 0 0 0 0 
3=-{(, 0) (, 0)’ (, 0 小 ( 着 
试 求 工 基于 基底 . 罗 的 无 阵 表示 。 

19， 设 4， BeC"**, 且 AB=B.4。 试 证 ; 

(a) 如 梁 4 有 了 个 百 异 的 特征 人 4 ，4:，…，4， 则 五 一 
定 与 对 角 阵 租 似 。 

(5) 如果 五 与 所 有 壮 阶 方 了 入 都 可 变换 ， 则 一 定 存 在 某 一 标 
量 4， 使 得 B=ii。 

20。， 各 时 辣 xis xes xs} 了 和 {yi Va Vn} 是 #5 
维 线性 空间 蔷 中 的 两 个 线性 无 英 组 ， 则 一 定 存在 从 区 到 于 的 一 个 
可 沙 的 线性 变换 耻 使 得 

T= 
试 证 明之 。 


21. 如 果 线 性 变换 7， C* 一 >C* 关 于 C :的 菜 一 基底 有 惩 阵 
0 0 
表示 (%。 1 )， 试 问 ，7 有 允 少 不 变 子 空间 。 


22。 如 果 了 4 一下， 涝 和 证 4 一 日 ，47 一 有 7。 

23， 设 4，BeG"**， 斌 证; 如 果 4， 旦 中 有 一 全 可 邀 ， 则 
AB™~BA。, 

24、 ta) 求 一 个 三 维 空间 上 的 线 侍 变 换 卫 ， 使 得 六 的 慎 域 为 
二 维 的 。 

(pa)》 求 一 个 三 维 空间 上 的 线性 变换 .3 ， 使 得 3 的 堆 空 间 为 二 
维 的 。 

25、 求 一 个 人 第 阵 AeC***， 使 得 

PEA)=span(t (ls 0, 1, 0)7, 0, 1, 0, 1)7) 
26。 线 履 变换 品 ，R[x]: 一 > R[x]， 


plx— p(x) = 也 


于 做 微分 算 子 。 求 五 的 秩 及 千 话 。 
27. 给 定 4，BeC"*" 目 满足 4B8=0， 试 证 : 
rank( A) + rankt B) en 
28， 试 证 ， 对 每 个 4eC*x"， 都 存在 BeC"x" 使 得 
AB=0Hrank( A) +rank( B)=n 
29. 如 果 4，BeCc"xr" 满 足 4 一 4， 号 2 一 已 。 试 证 : 
A~B<>rmank( A)=rank( B) 


80. 部 果 AteC"*" 有 日 rank(A)=1。 试 证 ， 厚 在 肉 一 的 标量 必 
司 得 A477 二 a4。 

31， 试 证 : 任 纵 一 个 次 的 复 条 数 多 项 式 /1{4)， 都 可 以 找 
到 一 个 方 阵 AtC**"”， 使 得 (4) 为 4 的 特征 名 项 式 。 

32， 如 果 4ece"x" 的 特征 值 为 4 ，4s，…，4v， 斌 证， 


月 
eit 了] 一 人 A | tr( Ad) 二 之 A i 


33， 斌 证 ， 对 任意 的 4，BeCnx" ， 才 万 与 万 4 有 相同 的 特征 


恒 。 
__rr B00 0 rT -8 BA 0 
[提示 ] [， 中 so 7 j=-[ 4 0 
34， 试 让; 对 任意 的 4，B，CeC***, 恒 有 
{AB- BAO-C(CAB- BA 
[提示 ] 利用 Caytey-Hamilton 定理 。 
35， 和 矩阵 AeC"** 如 果 满 足 A4*= 二 了 (是正 整数 ) ， 渤 问 4 是 
可 对 角 化 的 吗 ? 
36。， 设 AeC"xr, xeC*, 坷 A* 1xs0， A*x 一 0 则 {x， 
Axs， A* 1x 是 线性 无 关 的 。 
37。 【 商 空间 ， 你 维 )》 设 了 是 线性 空间 于 的 一 个 村 实 间 。 所 
谓 xe 汪 关于 YY 的 一 个 陪 集 是 指 
x+Y= {vlv=x+y, ye¥ } 
狠 虹 然 ， 尖 于 和 的 所 在 辽 和 集 的 集合 
{ZIZ=x+Y,: xeX} 
构成 了 看 的 一 个 分 割 。 对 这 个 集合 定 代 数 运 算 : 


Cu FY) xtYIO(w +x) 二 


2x YAx+Y 
则 移 成 一 个 线性 空间 ， 记 为 莹 /Y ， 叶 做 下 甘于 站 的 商 空间 。 南 
室 间 六 /YY 的 维 娄 是 艇 了 的 祭 维 ， 芭 cotim 了 二 dim( 信 /J 了)。 现 设 
X=R, Y= {E00)S1eR}, “XY, Xi/X, XY/{0} 
-并 纵 三 廊 /了 的 几何 表示 。 
38. 【〔 勾 股 定理 ) 在 欧 开 空间 EE 中， 求证 : 


~ 7 了 8 ~ 


svc> | wt Qe xh?+tyll > 
而 柱 划 空间 (或 更 一 般 的 复 内 积 实 间 ) 中， 机 
xLv=3 r+yl := xl* thyll? 
但 友 过 求 尖 未 必 成 立 ， 给 田 例 子 。 
39。 车 态 站 一 个 欧 丰 空间， 证 明 : 
Fxl=lyl = (x+t+y) x -=0 
如 上 果 计 二 Rt:， 它 的 儿 何 意 关 是 打 么 7? 如 虹 芝 是 一 个 西 空间 ， 有 又 
会 得 到 您 样 的 结论 ? 
40. 车 广 是 一 个 内 积 空间 ， 对 一 切 xt 计 都 在 
《xf Yo 
试 证 4=ze 这 个 络 论 后 面 一 覃 要 用 到 。 

41。 竺 天 是 一 个 站 维 的 线性 宏 间 ，{xi x mw， 2 是 
它 的 一 个 基底 。 试 证 ; 支 上 的 一 个 肉 积 完全 由 基 向 量 的 内 积 
{ii 一 Cxi|x 7) 上 确定。 对 于 这 和 样 一 组 标量 {9ij;} 让 驻 以 完 
他 企 意 的 上 方式 选择 上 吗 ? 

42， 设计 是 一 个 肉 积 室 则 。 斌 证; 

x 上 y 寺 六 对 一 团 标 最 xz 有 上 x+ayl = x -ayll。 
x 上 y 后 之 对 一 切 标 最 a 有 x+y 上 空 虽 x 
和 如果 访 三 RR， 给 出 上 进 结 论 的 几何 解释 。 

43。 《全 池上 叶 系 数 的 极 小 性 质 》 访 和 是 一 个 内 积 寄 间 ,4{ 81， 
ezs'"y64 4 上越 芝 中 的 一 组 标 雁 正 交 元 。 给 定 xt 于 ， 全 y 二 户 1e1 十 
es 二 Bren 则 x-#w 有 是， 户 ,，…， 上 及 ,的 连续 可 徐 
商 数 。 还 十 有 明 《有 弄 耸 析 的 方法 即 可 ) :AD Bis 1 及) 一 
1 x -2 由 达到 极 小 ， 当 且 仅 当 

Pi={(x|e;), i=1, 2, ry 

J， 谍 计 二 Ri a =(t1, -1; 1; 17, 4d,=(5: 1， -3， 

3)7, x=(i, 8 一 1] 3 条， 好 =spanfal， Gs)。 坛 求人 好 中 汪 xx 
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有 景 小 夹 角 的 矢量 加 0。 
45. 试 求 点 y 二 C1，2， 一 1，1)7eR+ 汉 线性 入 
太一 {v=xo tarxitosxs lr, ceR} 
的 距离 ， 基 中 xo={0; 一 1; 1， 1)7, xi 一 {0, 一 3， -1 5)7, 
xs=(4; 1， —3, 3)7。 
提示 ， 合 好 一 spanfzi ws) 刚 扩 二 xo 十 陡 ， 从 而 知 点 Jy 到 
的 距离 为 1 
dlys VI inf Ny- ol = inf Ny-xo-mll 
=d(y—xos M) 
这 趴 明 点 y 到 的 江 离 等 了 于 点 yy 一 x。 到 子 襟 间 胃 的 距 弄 。 因 此 ， 
只 要 求 出 # = xs 在 上 的 最 佳 副 近 tmo， 人 独 求 出 了 dty: 上)= 
gy- xo~mol。 

46. 在 ?= 维 欧 氏 空间 刀 " 中， 给 定 关 个 线性 无 关 的 矢量 { xi， 
xs "39*%wm》， 对 它们 作 和 如 下 的 线性 组 合 (是 一 种 很 特 殊 的 线 
性 组 合 ) : 

{exit ors t+ anxn| dl 
i=1, 2, +, rm} 
这 样 所 得 到 的 矢量 集合 里 伍 忆 {wi1， xs," ，xm》 为 顶点 的 于 行 
财 面体 ， 记 之 为 Fm。 若 以 人 x1， Xs Xm_1 上 为 顶点 的 平行 
多 面体 的 体积 为 已 知 ， 仍 记 为 斑 。i， 而 xm 到 子 空 间 蜡 二 
spanf yi， Xm_1) 的 距 敲 9d 出 已 知 ， 则 玉 ， 的 体积 ( 仿 记 为 玉 ,) 
为 ， 玉 = 一 六 -xde 试用 归纳 法 证 明 这 一 结论 。 

47. 在 欧 氏 空间 Rt 中 ， 求 出 两 个 单位 长 向 量 al : 4&;， 它 们 

同时 与 下 列 向 量 
x=(2; 1;， -4, 0)7 
y= ~1, -1, 2, 2)7 
z={38; 2; 5; 4)7 

都 正 交 。 
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48， 设 x x%;，…， xas 5 是 欧 氏 空间 E* 中 的 向 量 , 县 y 
可 用 x ，xz， …，x%a 线 性 表 出 。 证 明 ， 如 果 2 与 每 个 <，[ 一 
1，2，…，H)》 都 正 变 ， 则 一 0。 

49， 谋 x，，xay， xn 是 欧 氏 窗 间 吾 "” 中 的 一 组 向 量 ， 其 
Gram 行列 式 定 忆 为 


| xx Cx1|xs) 机 (x1l|x,) 


‘(xalxr) Cxalxs) * Cxslxn) 
XLRa 四 本 中 


(xx Cnlxa) (xal x) 


试 证 : { xi; xs，…， xs 上 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 g(x1， 
Xa! Xs Oo 
50， 设 {el es: …， ea} 是 4 维 欧 氏 空 间 EE" 中 的 一 个 标 
淮 正 变 基 底 。 民 知 
Hi 一 上 TI 十 人 fs "adnen 
i=1: 2, ***,# 
试 证 下 面 等 式 
Gil {ig ”人 1 
| ae:， dog *" sn 


gH Yes ts Wn) =| , 


| ox dna nn 


51. 该 {el，es， es 上 是 三 维 欧 起 空间 已 " 中 的 一 个 标准 正 
变 基 底 。 试 未 一 个 正 变 变 换 了 了 : 一 > ?， 它 个 得 : 


2 2 1 
T(e1)=- ge ees 
2 1 2 
T (es)= 3-ei -es | -es 


52。 设 {i js &} 是 R? 中 的 一 个 标准 正 交 基底 。 坛 求 一 个 
正 奕 变换 ，R3 一 > R*， 它 使 得 耻 () 为 平面 x+y~ 1 二 0 的 单位 
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法 线 矢 量 。 
53. 证 胡 : 如 果 上 三 铺陈 


il ta 03 1 


zg Ura "I? don 


本 一 as ” Han 


(Tn 
是 下 变 垂 阵 ， 则 4 一 定 是 尘 角 阵 ， 用 六 对 角 放 uj (1 一 1， 
2，…，?#) 的 绝对 值 jo; ;i=1。 
54.。 设 一 个 3 关 3 防 第 阵 了 的 畦 征 导 为 
71=—-2, A4,=1, 4s~3 
相应 的 特征 向 其 为 | 
x1I={1, 2, 2)7, x =(2, -2, 1)7, 
xs={ -2, -1, 2)7 
试 求 出 4 。 
55。 戎 线 性 变换 了 ，R 一 信 民 4 基于 RRt 的 标 浴 正 诡 基底 
{ers ers es ex 的 种 阵 表 示 为 
5 -T -2 0 
4 -1 5 0 2 
一 2 0 1 | 
0 -2 -1 57 


现 有 不 灾 和 矩阵 
(0.5 -0.5 -0,5 0.5、 
O05 0.5 -0.5 -0.5 
i0.5 ~0.5 0.5 -0.5. 
lo.s 0,5 0.5 6.5 


把 和 标准 正 交 基底 { EB1? Er? E91 E14 } 变 注 如 el 3 Oes 3» 人 es 4 
Qe,}， 试 证 7 关于 后 一 基底 的 集 陆 天 示 为 一 对 角 阵 ， 并 求 出 44 
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的 圣 征 向 量 和 转 征 值 ， 也 求 出 廊 的 特征 向 量 和 特征 慎 。 拜 验证 ， 
对 任意 的 商量 x， 拓 R， 都 丰 
{Trly)=( x | TY) 

56， 症 合用 矩阵 妹 理 问题 时 有 一 些 很 简单 的 结论 诺 要 记 住 并 
灵活 送 几 ， 比 如: 

(1) 为 了 取出 续 阵 4 的 第 1 行 ， 只 要 用 e? 了 无 彝 4 就 行 了 ， 盈 
e774 为 4 的 第 了 个 行 向 量 。 同 样 ，/e; 为 .4 的 第 i 个 列 向 晤 ， 而 

ef dei 沁 .4 的 第 Cf，7) 元 素 aij。 

(2) 共 AeC"™*"， 则 有 

对 一 名 xet" 有 .Ax 二 0 二 这 1 一 0 

(3) 车 了 二 召 有 意 艾 ， 则 让 

对 一 团 革 上 有 有 AXXB==0<=>A==0 或 B=0 

(4 对 一 姥 x， VW 有 x ”Ay=0< 一 > 4 二 (0 
请 诸 者 按 {1) 证 明 (2) 一 {4) 。 

57. 凌志 是 一 个 维 的 复 组 作 窗 间 ， 了 了: 天 一 > 元 是 一 个 线 
变换， 玉 往 于 是 全 人 的 一 个 不 变 子 襟 和 间 (TIVCHV) ， 且 
I 和 {0} 。 试 还 : 矿 中 至 省 庆 一 个 个 的 转 征 向 量 。 

58。 大 矩阵 4，7e777 可 变换， 如 4 B= 如 4， 吉 4 的 特征 
子 突 疗 必 为 晴 的 不 变 子 空间 ， 上 从 而 可 挫 峙 4 与 吕 有 公共 的 特征 向 
好 。 根 据 达 个 结论 ， 证 明 琴 个 可 变换 的 对 称 旋 阵 能 钥 用 一 个 非 青 
异 阵 卫 ， 同 时 化 为 对 角 陈 ， 即 P714P 与 P7! BP 者 是 对 骨 阵 。 注 
意 使 用 “对 称 阵 是 可 对 角 化 ”这 一 事实 {在 第 二 凌 第 二 节 给 出 证 
肖 ) 。 

59. 对 于 AJeC"™* "的 特征 多 项 式 


i 


f(A)=det( AT ~ 4) 
A Tas we La, 
U1 几 一 好 ay ET — des 


| a -as a 
=A"+aAr tt oan tt, 
当 # 很 大 时 ， 它 的 系数 a;，Qs，…，a, 是 很 难 求 出 的 。 但 可 以 
证 明 有 如 十 关系; 


| Qi7 Ui Gin | 
| | 
一 后 idigil {rgis Ci 
ws=( -1) ， 
I i 1 : 和 . | 

| ;i 1 Oi 向 四 Eiri 


其 中 k=1，2，… ,no。 也 就 是 a 等 于 4 的 所 有 友 阶 主子 式 之 和 再 
蔷 上 ( -1)*。 特 别 大 
a=t-1)! 2 Geiti 二 一 > ,= — trC A) 
lai ieml 
gr =(-1)" > 站 
1 1' fa rin 
={—1)"det(l A) 
从 而 有 
f(A)=det( AT — 4) 
= 4A" -A A + 
+ 


I i i 


十 十 (一 Idqetf fy》 
其 中 4 信守 下) 表示 由 二 的 第 王 ， is， 半 行 和 站， 


fx 列 交 逐 处 元 未 所 构成 的 玉 阶 主子 式 。 如 果 fF(4) 一 0 的 
个 根 为 41， A "多 。， 则 有 
FAD=CA—ADCA A) A 
从 而 可 得 根 与 系数 之 闻 的 关系 式 ， 
一 一 Fh = A) 
go =AiAs +t Ad dA 


a" i 


li1 ign 11' ?2 


can=(—1)* > A A A 


1 1 2 吕 字 和 


= 1): 


[ i TE rk 


{En ={ 1)7 A A 
=(— 1)"dett dd) 
竺 咖 是 甘 了 式 


2 ds =1r( 1), 


TT A 二 de 以 1) 
[i 


要 经 常用 到 。 请 诸 老 和 谣 #n=2，3; 4 这 些 低 阶 的 情 可 ， 利 咱 
行列 式 的 求 导 浴 则 及 多项式 的 己 竺 来 和 证明 以 上 结论 。 
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证 明 方 阵 志 可 道 的 弯 分 必要 条 件 是 相当 有 等 于 零 的 特征 


证 明 实 区 河 称 阵 二 (4 一 4) 的 所 有 特征 值 之 和 等 于 


8 个 


第 二 章 ”矩阵 的 几 种 重要 分 解 


寻求 短 阵 各 种 意义 下 的 分 解 形式 ,无疑 对 与 矩阵 有 关 的 数值 
计算 和 旦 论 分 析 有 着 极为 重要 的 意义 。 由 村 这 些 分 解 式 的 特殊 形 
式 一 方面 能 明显 地 反 瞻 出 原 征 阵 的 某 些 数值 炮 征 ， 如 类 阵 的 秩 、 
行列 式 、 特 征 值 及 奇异 信 等 ， 另 一 方面 分 解 的 方法 与 过 程 往往 所 
殿 了 基 些 有 效 地 的 数 秆 计算 广 汪 和 理论 分 析 和 根据。 本 之 将 介绍 儿 
种 常 几 的 妹 阵 分 解 ， UR 分 解 {下 交 - 三 自分 解 ) 、R7R 分 解 
{Cholesky 分 解 )、 谱 分 解 、 奇 异 值 分 解 、 秩 分 解 和 极 分 解 等 。 此 
外 ， 还 将 介绍 在 给 阵 论 中 有 重要 应 用 的 镶 尔 (Schur) 中 埋 ， 在 
此 上 基础 上 给 出 正规 矩阵 的 西 对 角 化 问题 ， 从 而 解决 了 实 对 称 阵 、 
实 反 对 称 阵 ， 正 变 惠 阵 、 匹 尔 米 特 阵 、 反 泉 米 特 阵 ， 酝 阵 等 的 
可 对 角 化 问题 ， 它 和 们 是 化 二 次 独 为 标 浴 形 的 理论 基础 。 至 于 在 计 
算 方 法 中 用 到 的 矩阵 的 LW 分解， 这 里 就 消 瞳 了。 


第 一 闻 ” 满 秩 方 障 的 UR 分 解 及 对 禾 
正定 球 的 R” 分 解 


在 第 一 章 ， 我 们 通过 Gram-sclmirt 正安 化 过 程 ， 把 线 隆 内 积 
法 间 的 一 般 基底 化 为 了 标准 正 灾 盐 诡 。 寺 个 过 程 本 身 给 出 了 及 一 
个 重要 的 结果 ， 即 所谓 满 秩 访 阵 的 U 忆 分 解 。 
定理 2.1.1 设 AeCa“"*， 则 让 在 西 钴 阵 忆 及 正 线 《 即 主 对 
和 角 元 此 为 正 的 ) 由 三 角 阵 刺 ， 使 得 
A=UR 
证 明 将 .4 按 列 分 块 号 出 ， 记 之 为 


A=t{aig2"a,) 
则 aye GC"; 由 于 rank(4)=n， 克 {qi， Gi， …, an} 构成 西 空间 
CG" ， (C1:)) 的 一 组 基底。 对 它 孝 行 G-5 相交 任 过 程 ， 得 到 - - 
组 标准 正 交 基 庭 : 

{i Ha 0 Hn 
两 组 林 底 之 间 的 换算 关系 为 


2 一 aa | a 中 


一 (os Fore) ) fa ~ B Carls J | 
r=l th i=l . 
R=2,， 3， “rs Fr 
特 上 述 关 系 式 改 汝 一 下 ， 便 有 
ai 一 用 ce Hu 
oi = Baslus Yt Baus 
R=2, 3 "9 
其 中 Baias- 守 (aslwi)ud >0，h=1, 2,…, no 再 当成 


生 阵 的 形式 ， 届 有 
We (asla) ve* (Carlui) 
A=[(aiqsads) = (Cutts ms) 9) AP 加 《Ce 

站 0 “ Bn 
昔 记 这 =(oias as 二 式 石 端的 右 因 子 为 玉 ， 则 也 为 一 个 丁 
阵 ， 因 为 它 是 西 空间 (55 1) 的 一 个 标准 正 讼 基 亡 ;而 严 显 
然 为 正 线 上 三 角 阵 。 

仿 定理 2.1.1 的 证 明 ， 有 推论 ， 

推论 2.2.2 设 4eR3i， 由 存在 正 变 阵 久 下 正 线 上 三 角 阵 
入 ， 使 得 4 三 名 六 。 

满 秩 方 碎 的 忆 PR 或 @ 志 分 解 有 很 多 应 用 ， 落 淮 一 例 说 明之 。 
对 于 方程 组 .4x 一 5 来 说 ， 如 果 Ae Rr*"， 则 有 .A4= 人 QR。 在 Ax= 


6 两 端 同时 左 乘 Q?， 划 有 入 7 .Adx 二 Qib。 由 于 Q7A=QIQAR= 
中， 鼓 得 到 等 价 的 方程 组 Rx 一 Q7b。 由 于 民 是 满 秩 的 .上 三 角 阵 ， 
所 以 该 方程 组 从 最 后 一 个 方程 求 出 最 后 一 个 来 知 数 ， 代 不 倒数 第 
二 个 方程 求 出 倒数 第 二 个 未 知 数 ， 再 代 大 何 数 第 三 个 方程 ， 傅 次 
向 上 向 信 ， 最 后 俐 求 出 所 有 未 知 数 。 妈 由 了 QT 是 一 个 正 变 第 
隆 ， 它 左 乘 在 一 向 量 都 不 改变 其 范 数 ， 故 可 抑制 计算 过 程 中 的 谋 
蔗 积 累 。 所 以 QR 分 解 在 数值 计算 中 是 常用 的 工具 之 一 。 

对 村 列 满 狭 的 长 方 阵 ， 有 如 下 的 分 解 式 ， 

推论 2.1.5 设 AeC%w"”， 则 在 在 西 起 阵 UeC"*"， 使 得 

A=UR 
二 
其 中 R=|[ 1 ] 
这 里 品 , 为 #xpa 阶 的 正 线 上 三 角 阵 ，0 为 (2 x? 阶 的 零 拭 
阵 。 

证 明 ”由 二 .4 的 秩 为 wn ， 故 它 的 5 个 列 向 最 和 {a1; as: …， 
as} 是 线性 无 闫 的。 在 C" 中 可 适当 选取 向 量 e,r，asri，…， 
Gny 使 {oelr，apsy，…， am} 为 CC" 的 一 个 基底 。 对 该 基底 施行 
Gram-Schmidt 正 实 化 ， 得 到 C" 的 一 个 标准 正 痰 基底 Tray:ss:…， 
Hm }。 仿 定理 2,1.1 可 得 


『 1 (asia 《anlay) 
“0 万， (a, |n,} 
| 了 : : 
A={a100 Ga) = (un mn)| 0 0 pp, 
0 
: : 
站 0 4 0 


记 上 式 最 右 端 的 左 因 子 为 UU ， 窑 因子 为 尺 ， 恒 证 明了 所 党 要 的 结 
果 。 
考虑 到 {as; dar qs 上 在 正 奖 化 的 过 程 中 是 与 {41， 


—— 村 ERI Ar ， 


ta "Hn 上 等 价 的 ， 故 有 更 为 紧 凌 的 形式 ， 
“月 ， {as fr) (an [#1). 
A Ciao) (not 1 A: 加 (on ls) 
.0 0 Ba, 
UR 

其 中 UeCw" 且 满足 USU = 了 ， 所 以 又 中 做 部 分 西 阵 ， 也 就 是 
涪 它 是 百 朱 阵 的 帮 分 列 向 量 构成 的 长 方 孟 。 而 Re Ci "是 一 个 正 
线 上 三 角 陈 。 以 上 两 种 分 解 形式 吓人 艇 列 注 秩 矩阵 的 UR 分解 ， 奏 
数值 分 析 中 用 起 来 是 同样 的 方便 。 

对 于 一 般 的 长 考 阵 ， 有 如 下 的 形变 分 解 : 

定理 2.1.4 设 AeCr*"。 则 存在 西 短 阵 eC™wm 和 eC"™*" 
及 下 线 上 三 和 角 阵 ReCr""， 使 得 


4=5[， rr” 


证 明 内.4 的 秩 为 + ， 科 4 前 个 列 向 量 中 有 7 个 是 线性 
无 关 的 ， 其余 的 列 向 旦 可 用 之 线性 表册 。 我 们 通过 列 交换 ， 也 就 
全 4 圳 梁 一 个 置换 阵 P,( 它 是 一 个 西 阵 })， 把 这 7 个 独立 的 列 向 
量 通 到 前 > 列 的 位 置 。 我 们 把 这 个 过 程 记 为 
ADPI= (Wy ty ) 


时 于 {ts ey Hh } 可 用 {yy.， Ha ry Hr 线性 表 山 ， 赵 了 飞 
fF 


API={( Yay ET 
六 中 Ce 和 又 由 于 (yo jCr""， 据 推论 2,1.3 闻 


其 路 yeC"" 为 西 短 阵 ， 下 ,se Cr*" 为 正 线 上 三 角 阵 。 从 而 有 


Pei[ rel- ve] 


在 上 式 中 记 召 =[PR RCieCi"， 则 如 HeCr" 7 和 据 推论 
2.1.3， 如 # 有 分 解 式 : 


如 如 一 天 下 人 ] 
- 0 


其 中 扩 C7 为 西关 阵 ， 只 sec 为 正 线 上 荆 角 陈 ， 媳 将 疙 一 
[RE 0 代 式 4Pi 的 上 述 分 解 式 ， 便 得 到 
RY 0 
AP=U | ok? 
由 于 A 是 花 线 下 三 角 阵 ， 故 作 适 当 的 行 及 列 的 交换 ， 可 变 成 上 
三 外 阵 ， 若 在 RE 的 右 、 丰 侧 分 别针 上 区 换 阵 号 ,，Pae CGC"*"， 
健 忆 二 六 sR Ds 为 正 线 上 二 角 阵 。 将 RE 二 2R1E 代入 已 得 到 
了 的 分 解 式 ， 托 改 轨 一 下 便 得 芭 
PIs | 
0 0 


二 
1 


4Pi=U| 


Mifi {7 
pe 0 FR orp 0 gp 
4 一 I 
A=07 ,| 1 ,lo ,| 0 1 
全 下 式 市 ， 记 
fts 0 Ps 0 
“0 | 0 小 " -| 0 ,Ye 


显然 及 人 此 为 西 答 陈 。 从 而 证 央 了 定 埋 2.1.,4。 
对 于 实 对 称 正 定 陈 ， 还 有 如下 等 殊 的 分 解 ， 
定理 2.1.5 谈 4 吓 一 个 实 对 称 正定 其 陈 ， 央 存在 下 线 上 三 
角 阵 丸 ， 使 得 


~ ~ 


A= RTR 
此 即 世 说 的 Cholesky 分 解 ， 或 二 角 - 三 角 分 和 解 ， 

证 明 由 于 实 对 称 正 定 人 第 阵 与 单 性 阵 合同 ， 故 有 满 秩 阵 忆 ， 
使 得 4 二 P77P。 和 革 据 推论 2.1.2 有 了 忆 二 信 驴 ， 队 而 有 4 一 已 7 已 一 
RTOTOR= RT R。 

Cholesky 分 解 在 解 线 性 坟 程 组 时 经 常生 用 。 如 果 方 程 组 Ax 一 
5 的 对 数 短 隆 4 是 对 称 正定 的 {很 多 最 小 二 彝 问 题 的 法 方程 就 满 
足 这 一 条 件 )， 则 它 等 价 于 RTRx 一 5。 命 y 二 Rx， 则 有 ?y=b。 
由 于 R77 是 下 线 下 二 角 阵 ， 很 容易 解 用 y ， 再 就 Rx 一 y， 容 易 解 
出 ， 和 硅 日 这 种 解法 在 计算 机 上 有 较 好 的 稳定 性 。 

长 方 阵 的 让 交 分 解 式 在 求解 方程 时 也 是 比较 有 用 的。 如果 


+ D 
4eCr*"，BbeC"，4 的 正 奖 分解 式 为 U[ “” J”， 则 方程 
AxX 二 5b 等 价 于 


| Re mw 一 LA 
总 D 


证 VFx=y=(y, Ye) » UHp=(d,, ds)7, 共 中 yitC’, 
Ba r,s diteC’, daseC"™"o 则 原 方 程 允 等 价 于 

人 

0 二 rly 
显然 ， 车 uas0， 则 方程 4x 一 8 是 不 相 容 的 ， 其 最 小 二 乘 解 的 通 
式 为 

Rild 

zx 一 | WeeC"r 
全 


而 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 为 

Rrldi 
| 
若 ds 一 0， 风 方 各 Ax 二 5 是 相 容 移 ， 其 遂 解 为 


xs 


sp up ], veecr， 


第 二 节 和 舍 尔 引 理 与 正规 敌阵 


我 们 邱 道 ,不足 每 个 方 阵 都 能 与 对 角 阵 相似 ， 但 是 ， 每 个 实 
前 或 复 的 方 阵 在 复数 域 上 考 虑 , 都 站 一 个 与 之 相位 的 若 当 
【3ordan》 标准 形 ， 它 是 一 个 特殊 的 上 (或 下 ) 二 和 角 阵 。 这 说明 
每 个 方 阵 在 复数 砧 上 考虑 都 能 与 一 个 三 角 策 阵 相似 倍 助 于 它 ， 
特别 是 它 的 jordan 称 准 形 , 在 和 诈 阵 分 析 与 计算 中 会 带 来 很 多 考 
恒 。 我 条 现在 的 向 题 是 : 答 样 的 所 阵 能 西 棚 似 了 于 一 个 对 角 阵 了 而 
一 般 的 方 阵 能 向 想 相 人 岂 于 - -个 一 甬 阵 9 内 为 西 矩 阵 此 一 般 的 满 秩 
阵 有 更 大 的 优点 ， 于 如 西 组 阵 作 用 在 一 个 向 最 上 不 改变 其 【《 欧 
开 ) 施 翘 : 西 人 第 阵 的 道 每 于 它 的 共 罗 转 加 ; 西 弛 阵 的 列 向 量 组 构 
成 丁 室 间 C" 的 一 个 标准 正 变 基底 ; 开交 相似 { 却 菠 相似 的 特 
例 ， 关系 与 侣 癌 关 夭 重 侣 ， 每 等 。 所 以 在 机 相似 下 考虑 问题 ， 可 
以 讨 诊 前 更 为 深入 。 本 世人 解 东 【Sechur) BI 理 玉 和 也， 展开 这 方面 
的 讨论 。 

定理 2.2.1 (Sehur 引 理 ) 设 .feC***，, 出 宅 在 西 阵 5 合 得 

UHAU=T=(v,7): vijy=0, i>i 
也 就 是 说 ， 每 个 复 万 阵 4 都 可 本 相似 于 一 -个 上 三 角 阵 下 ， 了 的 主 
对 角 元 为 4 的 特征 慎 。 

证 明 我 们 对 4 的 阶 数 x ， 采 取 归 纳 渤 证 明 。 当 xn 二 1，4 本 
映 就 是 一 个 上 三 角 阵 ,所 以 定 旭 是 成 立 的 , 现 假定 定理 对 n - 1 阶 方 
慰 是 成 立 的 ， 也 就 是 说 ， 每 个 2-1 阶 和 矩阵 .41 都 存在 一 个 西 阵 
Pie DD 使 得 UF4T 二 7 是 一 个 n-1 阶 上 三 角 
泗 。 册 于 在 复数 域 上 党 虚 ， 所 应 4 总 有 特征 值 14,eC。 设 4 对 记 
4 的 蛙 征 向 量 为 wieC"， 且 满足 上 xi = 二 1。 合 wi 张 成 的 一 维 子 
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空间 为 [wj]， 则 
Cr" [ul+ [Lu] 
其 中 [wj 2 为 [wy] 的 正 变 补 。 取 fu 下 的 标 淮 下 交 厅 诡 为 4 1s， 
Ha 的 一 个 标 夫 下 奖 
蔚 底 。 合 囊 ;二 eH)， 则 可 ;为 一 个 西 隆 。 从 而 有 
{eresmes) = =U UR Uf Hu,) 
帮 有 如 #4 二 es 这 祥 合 推出 
UAU, =U RAC Nan) 
= A UN ANatU Au,) 
=(A1U gH 区 下 door 
=(Aher US Aus UF Au,) 
FA br 
-| 0 4] 
此 中 peCr 1， 0eC"， eC -DD* -2 根据 由 纳 委 设 ， 对 
有 本 阵 避 使 得 A101 二 了 ， 政 取 西 阵 
1 07 
| 。 we | 
其 中 0eC"-! 为 老 向 且 。 再 取 L 二 U0， 显然 UU 为 西 阵 ， 且 易 
哈 评 析 二 4 了 7 二 了 为 上 三 角 阵 。 双 由 于 Us! 玻 A 和 ~T7T。 
疝 相 似 阵 有 相同 的 转 征 值 , 喜 下 的 宇 对 前 元 为 4 和 的 至 部 特征 
值 。 
舒 尔 引 旦 还 书 揭 为 简捷 的 证 明 : 等 个 复方 阵 4 都 有 一 
个 Jordan 标 惟 形 ， 即 4 二 PJ PT! ,J 为 此 Jordan 标准 形 ， 是 一 个 竺 
靳 的 上 三 角 阵 。 而 满 秩 方 阵 己 有 UR 分 佣 ， 玫 有 
A=PIPTI=U RIR UT 
售 太 三 上 凡 TI， 这 显然 是 一 个 上 三角 阵 ， 其 币 岂 准 掉 477= 
To 
从 人 毒 尔 引 理 可 挫 丹 一 系列 重 顽 的 结果 ， 下 面 给 出 几 个 比较 让 
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接 的 推论 。 

定义 2,2,2 车 年 阵 4ec" 满足 45.4= 44 ， 则 称 4 是 一 
个 正规 些 阵 {normal maarriw 》 。 

读者 可 以 验 汪 实 尘 称 陡 (A7 一 A4，deR*"*) ， 实 反对 称 阵 
(A7 二 -A，AtR"**) 、 应 处 灯 特 矩阵 (C47 二 A， AeC"*")、 
皮 厄 尔 米 特 丛 阵 (A= 二 -HH，AtC"**) 、 正 变 拭 阵 【47= 
由 4 及” 及 再 朱 诈 《DC =D 1 Dee) 都 是 正规 
矩阵 。 这 递 明 正规 上 矩 降 包 括 很 天 一 类 常用 的 计 阵 。 半 于 正规 所 阵 
行 如 下 重要 的 性 质 ， 

定理 2.2.5 AeC"* 7，4 4 二 AA*Y<< 祖 站 在 西 阵 上 及 对 角 
阵 A， 合 得 4= 忆 ADES。 也 就 是 说 ，-- 个 方 阵 西 相似 于 一 个 对 
角 阵 ， 当 且 公 当 乱 是 一 个 正规 阵 。 

证 明 ”必要 性 。 蔡 4 是 正规 隆 ， 好 A A 二 AAP。 据 舒 尔 引 
理 存在 西 陈 如 使 得 A 二 UTDR ,从 而 可 挫 则 有 T 了 TF 二 ?FF 。 记 


Pi Pia *" Vin 
1 


则 TID ST 
了 一 | 了 = 
了 了 故 有 Ti = 二 0， i 二 
了 .这 浪 有 明了 是 一 个 对 角 陈 ， DA =diag Cs aa Pon) s 
= A 
充分 件 。 背 二 丁 相 似 于 对 角 阵 ， 则 4=C A UH# ， 则 显然 布 
A A=UAFUFOOAUDR-UATADH 
一 7 内 王 [7 三 一 了 了 天王 本 五 
一 号 
这 说 明 .4 是 一 个 正规 阵 。 
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上 上面 的 定理 表明 ， 
推论 2.2.4 4e Cr"** 时 正规 阵 ， 当 且 仪 当 才 有 #54 个 特征 向 最 
构成 西 空间 ”的 -不 标准 正 变 基底 。 
推论 2.2.5 -Ae R"** 录 下 期 了 深 ， 1 rs 是 4 的 实 特 
征 值 ，c; 二 id fi 一 1，2，…， 旋 ，2p 十 R=#) 是 4 的 复 转 征 值 
《因为 4 的 特征 多 项 式 是 实 系 数 雪 项 式 ， 政 复 和 棚 共 生 成 对 的 出 
现 ) 。 别 存在 正 葡 矩阵 Ce 民 "**， 使 得 
他 . ” Efis -di! 
UAU =dingtri; Fas ry rt Cy 。 
(提示 ， 苦 x+ igy 是 4 对 雇 于 峙 征 值 c 十 ir 的 转 征 前 量 ， 则 
x 一 15 人 恒基 .4 关于 cid 的 特征 向 量 ,其 中 的 x， ye R*, 由 此 可 还 
一 二 
(Y| 扫 一 0 有 LED 一 (7 ol, 小 。 


推论 2.2.6 背 4 臣 实 对 称 瑟 阵 ， 则 4 的 畦 征 值 4,，4;， 
…， 4 , 簿 为 实数 ， 丘 存在 正 交 阵 LieRR"“”， 使 得 
UT A =U A =diag (dy, dos A) 

推论 2.2.7 此 .4t:C"*" 有 重 竺 征 值 ， 则 一 定 存在 与 4 任意 接 
近 瑟 有 互 异 特征 值 的 第 阵 妃 ， 这 里 的 也 与 召 锡 接 近 可 以 认为 是 对 
应 范本 的 接近 。 

推论 2.2.8 AeC™* ,Ar'>0 (ro0) | (CAND) <1, 
1 一 1，2，…，2 共 中 由 一 0 足 指 4 的 每 个 元 十 (0 了 0 
4;{A) 表 示 4 的 第 六 个 特征 慎 。 

证 明 必要 人 性。 说 全 0。 和 有 用友 证 法 。 若 4 有 某 一 个 特 
征 值 4 满足 141 寡 1， 不 站 谈 其 对 应 的 畦 生 向 量 为 zs0， 有 其 而 毕 
A 一 4 及 AH 一 A474 灵 然 ， 当 reo 上 时 和 有 40 页 席 有 
-rs320， 这 与 原 设 矛 盾 。 

充分 和 性。 证 1404)<1 ii 一 1，2，…， 05 着 4，…， 
4 .五 是 ， 则 有 满 秩 阵 全 ,使 得 A 二 Caisg( D1 4 1 A,C 1， 


记 A =diag (Ju 4 ， 则 有 4"=CA"C 1。 显 然 ， 妆 
r Do 时 有 大 "全 0， 研 4 了 "0 车 Ls pp "ry A 在 相同 者 ， 
手 舒 尔 引 理 总 有 A4=UTUF，A'=UTrUH 。 这 表明 4'>0 
<> 了 全 0。 设 上 三 角 阵 了 为 

| 4， fia ti | 
| 4 机 


= | 
! A 
现 构 井上 直角 阵 寻 如下; 
| HI 工 oY 
A = 六 “ 
Hn 


其 中 Ca ts 站， masj 1， 则 首先 据 
前 面 的 证 明知 灶 ' 一 0， 故 (MM'); ;0。 另外 , 据 “ 芝 masj fi 4| 可 扒 
出 ;| 碟 CWMD;j， 夫 而 知 (T ij 天 0， 这 便 证 明了 T'>0。 
从 而 推出 了 A" 一 0。 

推论 2.2.9 设 4ed'*" 的 特征 多 项 式 为 

DECAY—=dett 47 — AY=Ar+ eA lm or Ata 
则 一 - 定 有 

CANY= A + aA t+ a Li/A+as l=0 
这 怠 是 袋 性 代数 中 有 名 的 即 革 -哈密 尔 炭 定理 。 

证 明 若 4 的 特征 值 4:，4:， …，4， 百 异 ， 则 有 注 秩 阵 忆 
使 得 4 一 CAC -， 其 中 A=diag (2 4 4 。 从 而 有 
BCA CBOAYICT t=Cdag BAD, BLE), 1 BEANYICT!, 
由 了 于 生 个 $B(4;) 一 0， 表 有 1) 二 0， 扒 论著 证 。 车 .4 有 重 特 征 
住 ， 则 据 推 论 2.2.7 可 应 袍 得 一 个 短 阵 序 询 所 。} ， 且 满足 以 下 
两 个 条 件 : 每 个 已 都 有 互 蜡 的 “个 特征 值 ; 8。 4。 现在 记 
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Pa A de AT 一 再 
= EDA BA 
由 十 特征 多 项 式 的 邓 数 户 f" 是 合作 如 的 元 素 的 多 项 成 东 数 【〔 行 
询 式 的 展开 说 明了 这 一 点 ) ， 夏 足 问 。 诸 元 灌 的 连续 击 数 。 因 
焉 ， 当 刀 。 4 时 有 pp ras, 放 而 行 
的 一 "十 rc 二 Cd 二 
= lim (Bot PI™ Bett 再 二 


+ HEBni Bs"™ {) 
= lim WCB,) 
时 jm 和 


但 是 ， 肌 于 每 个 B。 的 a 个 特征 值 是 定 异 的 ， 地 据 前 而 的 证 因 有 
ya(8。) =0， 这 合 证 明了 $(.4) =0。 

山菜 - 蛤 密 尔 顿 定理 有 很 多 应 用 ， 也 有 很 多 的 证 明 方 法 。 记 
果 把 8{ 4) 一 0 改写 为 

《4 二 
运 嘎 朋 4" 可 用 {7 了， A，A?，…，4"!} 线性 类 由， 同样 可 拆 
几 对 每 个 正 整数 加 3zpa，.4" 也 可 用 之 线性 表 出 。 这 个 结果 在 后 面 
的 插 阵 分 折 中 含 用 到。 如果: 存在 ， 则 据 ao =(- 1)"dot( A) 二 
0 及 由 4) 一 0 可 推出 


人 一 一 【十 


这 和 朗 吉 明 A4 7 也是 A 的 #8 一 1 或 多 项 式 ， 同 时 也 给 进 丁 求 47! 的 一 
种 方法 。 

从 上 而 的 讨论 可 以 看 到 舒 尔 引 娃 在 矩阵 论 中 的 恒 要 作用 。 不 
仅 如 此 ， 舒 尔 引 理 还 结 弄 了 闹 名 的 千 尔 不 等 式 (推导 过 程 见 定理 
5.1.1) : 

Ela A A = > Ele) 
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训 。 


县 中 4 ; 沽 人 4 一 (ai 了 Je " 的 特征 慎 。 这 个 让 黎 式 之 所 以 有 客 了 
倒 不 在 于 它 结 出 了 4 的 特征 值 的 一 个 整体 估计 ， 而 是 它 有 多 方面 


的 应 用 。 现 在 我 们 举 一 个 它 在 第 阵 的 秩 的 街 计 方面 的 应 用 消 说 
甘 中 4 号 邮 拘 下 


任 取 Me Cr"n，] 坟 hn …1， 将 好 分 块 六 


a _[ A BB | 
Le DD 
妆 首 主子 式 , 交 是 n 一 上 阶 证 子 忒 。 这 里 设 六 所 0， 
C0 从 则 MY 的 秩 或 行 妈 式 都 可 降 阶 处 理 。 大 记 
It AAT) HUDDI) 2 YW HEBEI CCNT 
i= min Ts 
则 有 如 下 结论 : 


1 三 点 志 HH 
定理 2.2.10 


MM, Tn Bi, rankf 人 和 当 辣 的 秩 ， 则 有 
证 明 全 4,，7 
在 在 骨 陈 玉 使 得 


» 


rank{ MH 2 -六 lrc ) | 


4 
TM =R= 
[是 


， Zn 罚 时 的 转 征 值 ， 转 舒 尔 引 理 知 ， 
2 ，， 


时 > 


it ) 全 一 


1 
更 朵 小 有 = 个 非 零 特 征 售 ， 则 srank(M)。 不 失 一 般 人 性， 从 


Tertay ?= 


NE 
r=1 i=1 
再 利用 tachy-Schwarz 不 等 式 ， 悍 有 


如 Ea 了 
S| < 


tp 


rmank(M) S11 


取 5&1 二 (BY)>0，& 二 tr(CCT )>0， 间 构造 方 阵 


4 (2) 8 


. 二 工 / 2 
【2 Cc nD 
| E ] 
AAF + BH 水 
二 ， | 
| 


| 

| 和 

* EC + HD" 
从 而 有 有 


tCKREFT)=t( AAF)ITIA DDF)T 2 ,= i 


及 因为 有 等 式 

和 li13 i112 

的 人 7 0 | ?| ) 0 | 
0 fs CO DD 0 Le 

玖 下 一 下， 所 以 2， ，…、 7 也 是 下 的 特征 傅 。 从 而 据 千 隶 


不 等 式 有 


bi 


Di (AEF) 
上 


与 前 面 排 出 前 不 等 式 相 结合 ， 恒 有 
irC A ) | 2 rank( ay » > | A erank( MK KF) 
一 ”rankf Ay) 


由 打上 而 不 锋 式 对 二 1， 2， Ht 均 成 让， 收 式 有 
irt a) | 2 rankt Mf ) 


ank( ) 了 lu Mt 


这 个 不 等 式 给 出 了 rank( 对 ) 的 一 个 下 异 。1965 年 Ky Fan 与 
Ttoffman 合 给 出 了 另 一 个 方 阵 4 的 秩 的 下 界 司 计 式 ， 


rankf 4 六 及 
了 Qi 


当 和 式 中 出 现时 ， 规 定 取 0 。 如 果 取 方 阵 


则 很 容易 算得 
六 一 32 十 (42 十 22 十 22 十 42) 十 2 【32 二 125f1T2 二 13) 


1 一 (32 十 32 十 12 十 42) 十 42 十 2 (1 十 22)(12 十 22) 
=61 
1 一 六 一 494+4 5 ,tAM)=11, 
利用 定理 2,2.10 中 的 悄 计 式 有 


tM 121 
rank( Nf) 1 二 村 4 
汀 用 KY Fan 一 Hoffrman 的 估计 式 有 
3 时 4 4 1 
rankC ad ) 2 7 十 . 四 十 了 “二 1 十 7 


7 
这 表明 对 菜 些 方 阵 ， 定 理 2.,2.10 中 的 估计 式 现 精确 些 。 
推论 2.2.11 好 ， 与 定理 3.2.10 同 。 如 果 
[ECag > 1)i 
则 detC 4 ) 尘 0。 因 为 这 时 有 
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nink( A) | CD) 0 D1 =i-1 


大 时 底 
5 0 1 0 1 -1 
1 本 一 一 了 一 上 站 
wl -1 4 -1 -1 -1 
-1 


之 [2 

1 

一 
| 

已 
1 

-上 

SI 

1 | 


玫 接 计算 知 /一 1 =150 二 2/ 70 ,tr( 训 ) 二 29, 容 易 看 出 ja 有 

二 29? 半 (6 一 7， 即 知 mnkfaM)>5， 阅 明 好 是 非 奇 蜡 的 。 但 

Ky Far-Be0nan 佑 计 式 只 能 给 出 rankCM) 六 3， 御 定 不 了 好 的 非 奇 
据 定 理 2.2,10 的 推导 ， 有 下 面 两 个 不 等 式 


Ta ak Sa, S12 Cu MM™) 


- 


关于 生意 注 院 并 者 成 并。 从 而 得 到 
rank(M Tr Mr MT ) 
六 由 对 和 皇 音 共 方 院 Ae CW? 现 计 二 A 代入 下 而 不 杀 式 ， 
全 在 如下 结论 ， 
定理 2.2.12 和 伍 取 AeC Ww "， 则 有 
rank( ABLr CAAT rr I)} rman 
rank(C A Lt (AF AYIA (CAFTA) mn 
推论 2.2.135 对 AeC**， 若 寿 
[uC A A (no- Tl (AF AY:] 
加 44 是 清秋 的 ， 共 而 是 正定 Hermite 陈 。 
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第 三 节 ” 癌 等 给 障 、 抽 影 算 子 以 
及 垂 阵 的 谱 分 解 式 


， 着 AeC" "及 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
{1 Tay oo} 多 合 二 (xi a xajeCa*" » 刚 有 
PP 1AP=diagt 4, Azs “, 4. 二 A， 其 由 为 对 应 于 * ;的 竺 
征 乱 。 这 叫做 4 是 可 对 角 化 的 。 度 立 环 然 。 另 外，Txi，xa， 
ey } 也 构成 了 CC" 的 一 个 基底 。 议 Si 二 [x;] 是 出 i 张 成 的 
一 维 了 于 空间 ， 关 把 4: C*>C" 视 为 一 个 线性 变换 ， 则 S， 是 .4 的 


不 灾 于 窑 间 ;站 由 GC" 二 ZS :aa 济 任 总 的 xc ， 有 唯一 的 分 


前 面 忌 经 证 曲 过 


| 
X= Veds 
营 合 i 为 涪 着 子 空间 p> 3 , 疝 $， 的 投影 (注意 ， 不 一 定 号 正 
了 


奖 扣 有 影 ) ， 则 厂 


x Ty 
从而 有 


据 *eC" 的 任意 竹 ， 说 明 立 P， = 
Xa rr } 线性 表 出 : 


fo 为 一 六 面 ， 及 可 用 {1， 


m 

下 -， . 

X= x eaite， ixXrey:, 一 | 
i=I 


古 戎 虚 到 x 关 杆 完 间 的 榨 和 分 解 有 有 叭 一 的 分 解 访 ， 队 商 区 可 推 间 


xX 二 VF 二 jxio 将 A 作用 漳 x= > a; ET 


1 2 1 
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4x 二 之 ce = SD Air 
再 一 次 用 到 xe&”* 的 任意 性 ， 便 得 到 关系 式 
4= 1;P， 

这 说 有 明 可 以 用 找 影 算 子 号 ，( 专 指 的 ) 及 特征 值 4， 《有 了 时 叫做 4 
的 谱 值 ) 米 表示 4， 此 即 4 的 说 分 解 式 。 当 前 ,我们 是 在 A 可 对 
角 化 的 前 提 下 挫 出 的 。 这 里 的 投影 算 子 PP: (也 是 一 个 复方 阵 ) 
有 下 述 性 质 ， 

1。 医 等 性 ， 局 一己: 

2， 分 元 性 ，Pi P=0, i*ej; 

3.。 可 加 性 ， 之 ;一 1。 


把 一 个 可 对 角 化 的 算 子 4 分 解 为 一 系列 投影 算 子 P; 的 加 权 和 ， 
无 论 失 代数 上 ， 还 是 从 几何 上 进行 研究 ， 都 有 它 的 方便 之 处 。 特 
别 是 用 4 = 之 4; 卫 , 来 推导 47! (车 存 在 的 话 ) 及 /(.4) (4 的 
多 项 式 或 解析 画 数 ) 的 谱 分 解 式 ， 尤 为 方便 。 为 了 深入 地 讨论 ， 
我 们 从 短 等 算 子 (或 矩阵 》 谈 起 。 

定义 2.3.1 虑 阵 PeC…" 是 寡 等 的 ， 是 指 它 满足 

n= 

引 理 2.3.2 若 PeC"*" 是 第 等 的 ， 则 有 

1. P# 与 (7 - 忆 ) 也 是 宏 等 的 ， 

2. 了 的 特征 值 非 零 即 1 ， 且 是 可 对 角 化 的 ; 

3, rankf P)=Iir( 1); 

4 PO -P=(7- PP=0; 

5. Px—x<>xtP(D); 

6. A(IP)=F(T - P), 
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证 明 这 里 只 证 明 2 ， 因 为 其 余 几 条 或 据 震 等 阵 的 定 又 ， 或 
据 2 ， 站 接 可 以 搬出。 设 呈 的 秩 为 > ， 我 们 来 证 明 P~diag(1 ,， 
0), 泌 此 ， 先 证 明 . 多 ( 忆 ) 是 号 关于 特征 值 1 的 特征 子 空间 ,A#(PP) 
是 PP 关 王 堆 特 征 慎 的 特征 子 空间 :; 然后 再 证 明 C"= 交 (CP) 


+V(P); 最 后 构造 满 牧 阵 下 ， 使 得 
‘TT1PT =4dag(T,, 0) 

任 取 xe. 需 ( 忆 )， 财 存在 yec "使 得 x 一 疡 y。 于 是 有 已 x 一 已 ?8 
二 Py 二 x。 这 束 明 .多 (P) 中 的 每 个 非 雳 向 景 都 是 书 关 于 特征 值 1 
的 特征 和 吉 量 。 度 之 ， 营 x 二 Px， 划 显然 有 xe 第 (全 )， 这 政 明 了 美 
于 特征 慎 1 的 特征 疝 是 都 属于 .多 (PP)。 同 吾 可 证 .#7 《了 PP) 是 关于 需 
特征 侍 的 特征 子 空 闻 。 和 任 取 xeC"， 都 有 

x=Px+{7 - Px, HPxe REP), (FT -Pre f°'(P) 
这 表 朋 C "二 .多 ( 呈 ) 十 A (PP); 在 第 一 章 证 明 过 ， 把 P: CC"~>C" 
视 为 一 个 线性 变换 ， 有 

dimC" =dimB(P} + dimA (1) 


故而 性 明了 5" 一 元 (已 ) 工 .AP)。 最 后 选取 . 罗 ( 尸 ) 的 一 个 基底 
下 1 一 (xiaxr) 及 .j( 关 ) 的 一 个 基 应 万: 一 (Kxrtixrrfzeexnjy 
则 (瑟瑟 一 (xixs xn) 价 构成 人 "的 一 个 基底 ， 人 三 一 (三 ， 
sec ， 则 有 

PT=P(X, XPX, PX,)=(X, 0) 


=(X, Xx) 0°) 


些 贤 TT! PT=diag(7,， 0)eo : 
下 面 的 定理 络 出 了 罕 黎 矩阵 与 投影 算 子 之 间 的 一 一 对 庶 。 变 
C* = 工 + MM， 我们 把 沿 必 向 的 投影 算 子 记 为 已 ,yy，， 即 


Pisw 的 棱 为 守 ， 值 域 为 ， 且 Pi,xw 限 制 在 之 上 相当 于 恒 等 算 
子 。 


定理 2.3.,5 .对 任 一 徊 等 矩阵 Pe Cs” ，. 因 (已 ) 与 .A( 已 ) 是 开 
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补 的 子 灾 间 ， 即 C" =.2(P)T.ACP)， 基 且 忆 是 沙 (P) 商 
馆 (也) 的 一 个 捞 影 算 子 ， 因 呈 一 gepjy yw cp) 。 民 之 ， 车 工 与 周 
是 瑟 补 的 子 空间 ， 别 一 定 存在 格 等 天 和 阵 Pj,w ， 使 得 多 (Pj ,yy ) 
=L: A (Pryw)=Mo 
证 明 定理 的 前 人 部 分 的 证 明 已 包含 在 定 2.3,2 的 证 明之 
jt。 现 只 还 明 后 华 部 分 。 营 上 ， 寻 是 互补 的 ,不 妨 设 x) ，xa， 
和 别 为 工时 的 基 诡 ， 则 { xi， 
的 成 CC 的 一 个 基底。 现 构 刘 
Prisw 好 下 ; 据 Pi,yw 的 定 父 有 
Dry Xr xs f= dy ss Fr 
Diswdi>0. j=], 2, +, 4 
iDX(Cw rar Cr, Y=(yyery ele 
则 CEYDYeCa*"。 从 而 上 进 矿 程 组 等 价 于 
PP 0) 
从 而 可 解 得 
Des (XOCXTYY! 
构造 过 程 厅 身 很 容易 验证 : 对 任意 的 ze6"， 胡 有 2,w 2 二 
PiiW Zo 从 而 说 明 已 rz 龙 一 个 得 等 阵 。 
推论 2.5.4 设 C"= 上 +M， 且 xeC" 的 分 解 式 为 
xX=y+ 2 ve, se 
W 则 y= Pi, wx, z= - Piyw }xo 


推论 2.5.5 设 Cr'= 上 + 朵 ，AeC"**。 则 有 

1. Pin A=A<SRAI TL 

2. 4Piyw “AAA IM; 

3. Pisw = Puyo 

定理 2.3.6 (可 对 角 化 矩阵 的 谱 分 解 ) 设 .dtC" "有 外 个 
互 异 的 特征 慎 X41，4s，…，4%。 则 4 可 对 角 化 的 充分 必要 条 化 
是 ! 存在 专 个 投影 算 子 I， 隔 ;，…*，P。s 满足 
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i. PiP;=0, 2 
2 . p71, 
六 一 


| 
3, = 学 LE 
证 明 充分 性 。 设 r，=rank[ 严 ，)， 是 合 到 :ef 是 男 (下 
的 某 一 基 构成 的 列 满 猴 阵 ， 大 记 
下 一 (用 
.2 中 的 3 ， 可 知 拓 的 列 数 为 


根据 引 理 2.3 
> ;一 ranktP 1 一 > tt,) 


一 | SP )=u(D = 
这 表明 4” 。 图 于 二 是 加 (Pi) 的 基底 构成 的 征 阵 ， 所 以 存 


在 : YtC 1 "使得 二 六 ;Y;。o 现 记 
i 


由 
了， 


| 
XY KE 
| 


点 
本 > 已 ， 一 了 
了 一 1 
这 表明 各 是 一 个 可 逆 短 阵 。 又 据 引 理 2.3,2 中 5 有 己 ; 工 一天。 
NR 有 PX =PPX,=0, i 
点 看 
AX=( EHP) X= SDAX) 


一 (4 XL, 1) 


{47 
=( KX) Mafr, 
Ie, 
人 XA 
共 中 入 ==diagt A 了 i， AsTi 4 )， 此 即 
1AX=A 


必要 性 。 如 硅 4 剖 对 询 化 ， 即 存在 清 铁 阵 贸 ， 使 得 4 二 
宇内 ， 且 六 =diag(4 vi， 57 ，， 全 5 { 通 当 的 调整 


反 的 列 向 量 的 排列 顺序 ， 便 对 应 同一 特征 值 4, 的 特征 向 量 案 在 
一 趋 ) 。 再 将 息 进 行列 分 抉 沟 玉 二 (1 Es 六 1) Xe Ce， 
再 对 扼 ! 进 行 相 应 的 行 分 块 : 
‘YY 
和 
并 合 忆 ; 一斑 1Y re CGC"**， 则 有 
T=XX-!= X= 
r=l i= 
YA YX Y 1 
— 了 二， 也 YX | 
7 =X-! 色 = : 
“YX Yd, a YX, } 
YXi=T,,; YXj=0, i3e)， 


从 而 可 瓜 册 
Pi=XY XY.=X,Y;=P, 
Pi'Pi=XR YX Y= X00Y ,=0, fei 
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A=XAXT = SLX, = AP, 
推论 2.3.7 设 可 对 角 化 的 短 阵 4eC”** 有 个 互 异 的 转 征 
值 4;， 13 ， 四 Ajo 则 _ 
1.。 4 的 谱 分 解 式 4 = 之 4，P， 中 的 千 等 绚 阵 尸 , 是 由 .4 只 
一 确定 的 ; 
2 Pi A P(N), 1 二 1 
P14)= TT (4) 


8， 着 (1 是 任 - 委 项 或， 则 有 有 
1C4= 立 A(20P， 
4. 惩 阵 妃 与 4 本 变换 所- 五 与 已 ,可 诡 换 。 
证 明 1， 设 1QQ:…,Qy} 也 满 是 Qi=Q1,Q1Q;=0， 
i3ej， 实 9,=7，4= 立 490, 则 易 验证 有 


PA= AP;:=4,P, 
OA= AQ,=A,Q, 
从 而 可 上 以 得 到 
P(ADD= 4, PG), CP AIODj=A PQ 
当 1 生 j 时 ，4 计 )， 获 有 P,Q@i 一 0。 只 而 有 
Pi=pi$S QP.Q- (SP)0,=0, 
这 便 证 明了 户 ， 是 由 .A 唯一 确定 的 。 
2 六 ,= (A) (4,), {PP,, Das re Pr 上 为 4 的 
讲 分 解 式 中 的 投影 算 子 (简称 为 诺 算 子 }。 则 对 仔 意 的 i，7 二 1， 
2， 屎 ， 都 有 


7 一 1， 2， | R 


而 
人 yA 4DF, 
1 二 
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1 
= BA) a A i 
= A = ,1 
吉本 
、 由 a - 
他 = > ,二 > {i 2 和 2 Oi hi 
了 -1 f=1 Il 
3. 由 接 从 定理 2.3.6 捧 出 。 
三 
| 田 南 达 式 4 一 > A Fi ot A (CA) 很 容易 
5 = 了 


证 十 ， 国 为 吾 厅 了 可 换 ， 也 与 才 区 人 -多 项 式 陈 可 换 。 
胡 毕 和 尝 间 的 直 和 分 解 是 正 变 直 和 分 解 ， 央 
Cr—£L+MIM: LL: 
则 这 时 找 影 算 子 Pr,aw 个 是 身子 空间 上 的 正 变 投影 (或 恒利 投 
影 ) 。 下 问 按 影 是 最 为 重要 的 一 种 投影 下- 章 要 经 党 用 到 它 ， 
所 以 给 三 如 下 的 一 个 定 埋 。 
定理 2.3.8 DPeC”* 为 …… 个 正 记 投 影 的 充分 必要 条 作 是 已 满 
是 六 ?二 让 及 二 了 
证 明 必要 性 。 设 C4MMEM=L+，P 是 沿 开 向 Lt 
的 让 变 授 影 。 据 定理 2.3.3 知 ,三 LLB)=L 上 ,A (P)= 
市 。 现 据 革 = 工 + 米 证 人 二 记 。 为 紫 ， 剑 取 x1，xstC”， 则 有 
xe yters iets, sre, 
(yl2;)=0, 1, j=1, 2, 
内 而 便 有 
Cx | xa) = Ts 2) = (iy ) 
(PH ei |x) = Ce Pxs) {dz 1) =t{ 1y,) 
套 有 (Px | xe) ,| X27, Cl- FI}x x) =0 由 二 
该 式 对 任意 的 ssC" 家 成 站 ， 竺 别 取 x ,二 (D-H xi 和 肝 也 成 
下。 这 便 得 出 
(一 
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=(P- Pi)x, :=0 

根据 范 数 的 正定 以 得 到 ( 记 -- 记 #) x 二 0。 再 据 xitC ”的 任意 性 ， 
证 明了 ~ P* 是 定义 在 C" 上 的 膛 算 子 ， 从 而 证 明了 P=P* 

充分 性 。 几 于 P2 一己 所 定理 2.3.3 知 ;号 是 沿 着 六 = 
AI) 疝 工 = 过 (已 ) 上 的 投影 。 现 在 只 须根 据 = PF 证 朋 和 4 = 
工 +， 恒 道明 了 已 是 一 个 正 变 授 影 。 为 此 ， 任 取 xe-fr(P7 攻 
Ve 军 (PP)， 则 有 Px=0, y= 二 Pu，ttC"。 上 从 而 有 

(ylx}=(Pulx)={ul PHx)={tn| Px}=0 

这 吉明 (CP)13(P),， 即 洲 = 工 7。 

有 了 上 述 定 在 ， 我 们 可 以 给 出 正规 些 阵 的 谱 分 和解 式 ， 它 的 请 


算 子 都 是 正 交 投影 算 子 。 


定理 2.5.9《〈 正 规矩 阵 的 谱 分 解 ) 设 4eC"*" 有 个 瑟 蜡 
的 畦 征 值 4 4 "do 则 如 大 正 规 上 第 阵 的 充分 必要 条 件 
为 : 存在 有 个 正 交 投影 算 子 已 ,， 已 :，…， 也 s 满 是 
1, PiP;=0, iSsjis - 
2 之 Pil=/:; 


3. A4= EAP,o 


证 明 到 分 性 。 据 1 及 3 ， 再 利用 局 3 Pis PE.=Ai, 恒 
可 挫 得 : 
4 = (BUD) (SLP) -SIP = AA 
这 志明 .4 是 正规 第 阵 。 
必要 性 。 因 为 每 个 正 现 氛 阵 .4 都 西 相似 于 对 角 阵 ， 即 存在 本 
隆 UeCG"”*" 使 得 
A=UAUER, A=diasgtA {fri, Aslr,s es 447 1 


也 
现 记 区 =( 人 有 有) 从 Pi=X, 了 
则 有 
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~ Af 


7 | ya 
上 1 XE, 


及 PH 二 PP;。 此 即 定理 中 的 3， 及 Pi 是 Hermite 阵 。 肥 指 
， 由 
T=U Us = NX EN 一 之 互 ， 
=1 
冉 握 
TEUHU NX CX NY,) 
=[(XFX,)] 
可 得 全 7 了 =0，Fas ?Ai ，， 由 此 易 证 
Pi=P,, PPi=0, i=1], 2, +, Ro 
这 人 恒 证 明了 忆 :，P 忆 so，……*， 记 ; 就 是 满足 定 趾 路 1 ，2，3 的 正 奖 按 
影 算 子 组 。 


第 四 节 年 障 的 开 ermite 标 准 形 及 秩 分 解 


扬 阵 的 Fermite 标 准 形 及 涡 黎 分 解 ， 在 解 线性 万 程 组 及 求 矩阵 
的 广 葡 诞 时 ， 都 本 分 有 用 ， 这 里 作 一 简单 的 介绍 ， 为 后 面 讨 论 作 
些 稚 省 。 

定义 2.4.1 第 阵 Ae Cm* "的 llermite 标准 形 占 度 满 足 : 

1， 天 的 前 + 行 中 ， 每 行 至 少 含有 一 -个 非 替 元 ， 而 后 mr 
行 只 含 零 元 。 

2， 天 的 第 让 (一 1，2，…，r) 行 和 的 第 一 个 非 圭 元 取 1， 
旦 峙 现 在 第 呈 列 中 ， 并 有 ma 车 于 ne 

3， 五 的 第 mi0 三 1，2，，r27 襄 中 的 路 一 非 团 元 取 1 ， 并 
且 落 在 第 (1 n,) 的 位 置 。 
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0 1 一 0 1-21 -~ 2 i 
已 一 | 
| 0 0 0 1 2 1l+f ， 
0 0 们 从 0 D f 


恒 是 基 一 稚 阵 Ae C5 的 :一 个 Termite 标准 形 ， 定 义 ,2.4.1 中 的 
ni 二 2， Hs 二 4。 

很 显然 ， 和 任意 的 短 阵 4eCw*" 总 存在 非 奇 异 的 矩阵 瑚 ， 使 得 
已 4 为 一 个 Hermite 标准 形 。 事 实 上 上， 只 要 对 4 作 一 系列 的 动 等 行 
变换 就 可 述 到 。 所 以 忆 是 一 系列 初等 变换 阵 的 乘积 。 如 打分 到 一 
f4，7e]， 作 才 等 行 变 换 拓 化 成 如 下 形式 ; 

PE =[PA,; Pl=[H, P|] 

就 把 已 记 永 下 来 。 其 实 是 一 个 消 元 的 过 程 。 


如 时 进一步 把 4 的 Hermite 标准 形 五 的 第 sa ，ns，…，7;, 列 低 
次 霜 换 到 前 7 列 的 位 置 ， 则 丰 更 简单 的 形式 : 
[3 
0 0 
这 相当 于 在 五 = 已 4 的 右 侧 乘 上 午 换 阵 乌 ， 使 得 
pAaQ=[ ”] 
0 0 


当 我 们 对 上 面 的 给 阵 再 进行 初 竺 列 变 换 ， 双 得 到 4 的 相 括 标准 


形 

了 0 

[ ,| 
这 表明 ， 对 尾 一 矩阵 4eC**" ,都 存在 满 秩 阵 PeC"*"，QeC"™", 
使 得 

Ir 0 

PaQ=|, ,| 
且 通 过 对 短 阵 
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史前 天 行 权 基 行 稻 竺 行 变换 ,对 前 3 列 仅 施行 项 等 列 变 换 , 藉 可 化 成 
了 F 站 - 
四 
0 0 


从 而 记录 到 PP 及 Q。 
壬 了 二 六 的 说 明 ， 就 可 冶 晶 隶 阵 的 一 个 涡 秩 分 解 。 
定理 2.4.2 对 村 -1eCw"， 午 存 半 BeCmr， CeCr*r", 
合 答 - 
A—BO 
你 之 为 A 的 -个 渍 秩 分 解 。 
证 明 桥 前 壕 ， 焉 在 Cm"，Qe Cs*"， 个 行 


je 


-全 于 Fr 907 


r 


4=/" 


1, 
全 及 一 。 | c=[ 广 007 


出 显然 PeC2 7, 它 奸 到 的 让 的 前 到; CeCr*", 它 是 取 的 Q7! 
约 关 ?+ 行 。 从 而 证 明了 4 二 BC。 

共 实 也 可 以 给 予定 理 2.4.2 一 -个 抽象 的 证明， 因为 rankt A 一 
rr， 示 A 有 ? 个 线性 无 闫 的 询 向 员 , 记 之 为 B= 二 [hbnrbr ye Cr"，, 
调 帮 的 所 有 列 向 量 沸 可 用 之 线性 表 出 ; 期 存在 Ce 一， 使 得 
村 二 BC 可 果 能 证 明 rankfCr=r， 则 表 叫 它 就 是 4 的 一 个 秩 分 
租 。 这 个 征 如 县 很 简单 和 的， 因为 有 

rank(CO rarkt (DO) -KE 一 了 
在 这 里 顺 短 给 出 jeC* "| 风 TTermite 奈 淮 形 召 在 线性 方程 
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44x 二 5b 中 的 一 个 应 用 ， 设 记 4 二 于， 于 丰 4 的 Tlermite 标准 形 ， 户 
是 一 系列 初等 变 愧 阵 的 冬 积 。 则 万 程 Ax 二 8 显然 等 价 于 fix 一 
Pb。 这 时 僵 可 得 出 结论 : 

i， 小 (PBY 半 0; 了 十 lfm 则 x= 二 4 基 不 相 容 的 。 

2。 车 (PPD) ,二 0， rrlertcm 则 4x 二 5 大 机 容 的 ， 匡 . 
fx 二 0 的 解 宏 闻 (和 全 =A 人 ( 妇 ) 的 维 数 ， 基 x -+r。 特 别 当 


. 7 nt, ns nr 
se | 
0 200 人 0 
00000…000…01 四 
Hm 00 ] 


0 0 0 0 0 0 


上 时， 其 第 # 个 方程 可 裔 册 zx ，JS4Sr， 它 站 用 车 余 -Fr 个 本 馈 


数 性， {lis sy | 尖 未 。 杂记 了 = {#1， Ns 
a 人 本 
Lr 

re 


从 而 Ax 二 0 的 一般 解 为 
T= Ky Ty rr Ea) 
(x x 
= es Tey ey Day ms 
.村 了 了 竺 了 了 
erjXis ny Xn) 
了 只 了 
在 于 远 x 中 ， 分 别 售 这 ;二 0，j 仿 于， 使 训 得 到 -个 问 量 机， 
Hs + us_rtC", 向 这 可 用 必 线性 志 上 |， Hi{u: Ha 
tr_:} 是 线性 无 关 和 的 。 所 以 它们 是 方程 A4x ==0 的 一 个 直 础 解 系 ， 
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即 . 扩 (4) 的 一 个 基底 。 

3,， 为 了 得 到 -4x 一 的 一 个 特 解 ， 只 了 在 方程 厅 x 二 P5 中 鞠 
对 x， (7 才 J) 服侍 意 特 定 的 值 ， 然 后 美 于 xl<ster) 解 
出 。 

定理 2.4.2 表 明 ，AeCw*" 可 以 分 解 为 列 满 秩 阵 如 (有 的 书 上 
是 做 癌 上 第 阵 ) 和 行 满 获 阵 C 的 匀 积 。 而 这 两 种 握 阵 有 一 些 特殊 的 
性 质 。 为 子 给 出 一 个 重要 的 性 质 ， 先 证 明 一 个 常用 的 结 诊 。 

引 理 2.4.5 对 任意 的 AeC***， 都 有 

1， A" 4 与 447 者 是 什 正 定 的 ; 

2 ranokf A AY=rank( A 48)=rauk( 1}=r 

证 明 1. WxtC"， 及 ye 人 CG"， 都 太 

x A Av={ Ax| Ax)= | 4x | :0 
yr AAMym (Ay FD) = A"y | :0 
这 梗 证 明了 1。 

对 -于 2 ， 内 证 rank( 4 二 rank( 4)。 为 胰 ， 失 要 证 明 方 程 
Ax 二 0 二 A#.4x=0 同 解 就 行 了 ， 因 为 它们 后 解 空间 的 维 数 分 别 
为 Prankf 4) 及 mrankf 4 4)。 坟 程 4x=0 的 解 星 然 部 也 是 方 称 
-44x=0 的 解 。 现 证 五 程 441 34x=0 的 解 xe 也 是 4x=0 的 解 。 因 
为 有 


0 一 xf Axo™ (Ax (AxXo)= | .Axo |? 
此 猴 范 数 的 术 定 性 有 ,4xo 二 0， 虐 而 说 明 x 也 是 4x 一 0 的 解 。 引 
型 证 完 。 
根据 引 址 有 如 下 结论， 
推论 2.4.4 对 于 AeC™*" .14 一 0<- > A=0。 
推论 2.4.5 车 ee" 的 秩 分 解 为 4=PC， 则 显然 擅 阵 
《号 万) 与 人 人 是 存在 的 ， 生 满足 
CBHBIIBHBS,, OCHCCOCHIT!=J, 
这 上 时， 我 们 把 (8#B8) PF 与 CY(CCCF) 分别 是 做 如 的 耕 逆 和 
局 的 右 逆 。 
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值得 注意 的 是 ， 殖 与 C 的 左右 递 不 是 唯 -- 的 ， 但 上 面 形式 的 
至 右 道 特 别 有 用 。 

如 果 旦 是 列 满 秩 , 且 方程 x 二 c 是 相 容 的 , 则 解 x 是 唯一 的 ; 
如 果 恕 是 行 涨 秩 的 ， 则 方程 了 Bx 二 c 对 任意 的 c 都 是 相 容 的 。 这 也 
是 列 满 秩 与 行 壮 秩 阵 的 重要 性 质 。 


第 五 节 算 降 的 奇 枝 值 分 解 和 极 分 解 
前 面 的 定理 2.1.4 说 明 ， 寿 一 AtC"*"”， 都 有 分 解 式 
FR 09,, 
4=U[, ,J 


其 中 ,六 为 西 阵 ， 而 ReCr*" 是 一 个 正 线 上 三 角 阵 。 本 节 将 对 
上 水 形式 进一步 简化 。 使 员 为 一 个 对 角 阵 ， 半 主 对 角 元 取 4 的 奇 
虹 德 ， 从 而 得 到 .4 的 奇异 值 分 解 。 折 谓 拭 阵 .4 的 奇异 值 就 是 方 阵 
.48 A( 或 4AF 的 特征 值 的 算术 根 。 它 与 Hermite 绰 阵 的 特征 值 
有 某 些 和 人 羽 之 处 ; 转 别 当 -4 是 正定 的 Hermite 丸 阵 时 , 背 异 值 就 是 特 
征 值 。 根 据 4 的 奇异 值 分 解 可 得 济 更 广 意义 下 的 谱 分 解 。 它 在 线 
性 动态 系统 的 辨识 、 实 验 数 据 的 处 理 、 以 及 站 正 交 变换 保持 不 变 
的 范 数 意 广 下， 所 处 理 的 最 佳 到 近 中 ， 都 和 要 接 的 应 用 。 作 为 一 
个 例子 ， 这 时 将 用 它 处 理 数 信 分 析 中 的 一 个 带 有 普通 性 的 问题 ， 
时 退化 的 最 小 二 乘 问 题 ， 顺 便 还 用 它 推 出 短 阵 的 极 分 解 。 

定义 2.5.1 对 于 4eC"*", 非 负 定 年 阵 42 .4 的 寺 个 特征 乱 
4:( 守 0} 的 算术 根 o1 二 Jy 和， ， 呈 做 二 的 寄 异 值 。 

定理 2.5.2 设 4ecax 则 存在 酉 阵 刀 及 广 ， 使 得 


Ss 0 
maw [so] 
D 0 
其 中 ,S 一 diag 《el， OL, | Ci ) 且 次 G 闵 0 


证 明 用 于 /全 4 非 负 定 的 Hermite 年 阵 ， 其 秩 为 " ， 故 可 合 
其 转 征 慎 为 ct, ci， 2 Ce ， 且 满 足 啼 cs 党 人 次 GD0， 
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Oe re pp 


Crp 0 二 0 ， 设 4 .4 甘于 oi， TE 的 一 组 标 
淮 正 交 的 特征 向 量 为 v3， vv 霸 记 1 二 (yyw) 
(vt wy 5 ) 则 矿 二 (CF;) 为 丁 阵 且 灌 是 


py 4 A = 


[A A A 
ATAV: VHANAV, 


|A® ACV WL,) 
2 


从 而 得 漳 

VEATAV =S, VE AN A ,=0 
王 面 的 第 一 个 等 式 变形 后 有 

人 1 天 SS 一 
而 对 第 二 个 等 式 应 用 挫 认 2.4.4， 恒 有 
AVs=0 

会 二 AV4STteCwer， 则 有 UE#U = 了 ,。 这 表明 ,| 是 部 分 
- 西 阵 ， 即 它 的 + 个 鹿 向 量 是 标 浴 正 交 的 。 取 口 beCwrtn-r) 使 
UU 一 (UU eC"m*" 为 一 西 了 渐 ， 其 实 ， 民 要 取 交 (Ui 站 的 插 一 标 
准 正 变 基 底 使 可 构成 UU,。 这 祥 便 有 UU# ,二 0， 从 而 所 上 述 的 
推导 人 恒 有 


Ui UAVF URAY, 
UH 人 AV = ACtY FF ,) = 
[jg ja :12) [va Uy 


2 
这 便 给 上 了 4=0[ > 


上 上 面 定理 也 可 以 在 4 的 正 变 分 解 的 基础 上 给 出 另外 的 证 明 ， 
留 作息 考 。 
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从 定理 2.5.2 的 证 明 过 程 可 以 著 由 ， 太 的 列 疝 是 是 A 4 的 标 
准 正 变 特 征 商量 ， 是 做 .4 的 右 奇 异 向 最 ; 斑 的 前 = 列 是 对 应 着 
AAA 的 ?个 非 知 特征 艇 的 特征 向 是。 从 ;二 .AWS™! 的 选取 
呈 捧 则 

AAMFU =AASAVIS =AV SS 
=AV.,S=U,S’ 
这 表明 己 , 的 上 个 列 向 量 丛 是 4A 关于 峙 征 植 9?，0%， …*; 
cz 的 标准 正 记 转 征 向 量 。 共 而 说 明 了 423 .4 与 448 有 相同 的 非 零 
转 征 值 ， 特征 向 是 之 间 有 如 下 关系 
| Hi oll A li 

所 以 变 把 区 多 向 景 ， 即 -4.4 的 特征 向 量 中 做 4 的 左 硕 虹 向 
县。 从 A 一 IS，AV ,一 0 还 可 秆 出 如 下 的 结果 : 

1. 姑 的 列 向 量 为 .- 挛 ( 4 的 一 个 标准 正 变 基 许 ; 

2， 久 的 询 疝 几 为 .- 庆 (4 六 的 一 个 标 蕉 正 交 基底 ; 

3. 三 的 列 向 量 为 军 ( 4 的 一 个 标准 正 交 基底 ， 

4， ,的 询 向 量 为 党 (A)*+ 的 一 个 标准 正 交 基 谍 ; 

下 半 异 慎 的 定 关 及 前 面 的 有 关 约 定 ， 还 可 看 出 

5. Nermite 阵 { .AF 二 和) 的 奇异 慎 9 ,为 其 转 征 值 4; 的 绝对 
入 到 0; = 二 |2| 了 二 1 2 

6。 若 会 Aj2==maxs{ 上 Axiijxi otxet", xs0}， 
则 有 41s 二 0): 


7， 甘 合 W Alr=w(494), 则 J4N2= 人 0 


很 据 6 及 不 等 式 上 4BD; 寺 A1 上 BE, 4+Bs 41: 
十 目 如 全; 双 可 扒手 : 

8, oA APYIETAITABI oO AT BYES A + OH), 
共 中 co.(4}) 民 表 4 的 最 天 奇异 值 。 

定理 2.5.5 设 AtC"™" 的 亲 异 慎 为 0 守 0, 实 … 守 0, 实 0， 


则 者 
如 一 min ma- 二 
din xE8 由 x 中。 
其 中 3 为 C "的 子 宗 问 ， 由 x 作 : 一 (x 有 xD)12。 
证 明 设 Tri， Haes us 设 Di， 人 vr 上} 分 别 为 
妈 对 应 于 奇异 值 0 之 0, 字 … 之 0, 的 左右 奇异 向 量 ， 则 它们 分 别 
构成 西 空间 C" 及 C" 的 标准 正 交融 诡 ， 并 上 且 有 有 A4= 守 owiv? 。 
很 显然 ， 对 任 一 4 - +1 维 子 空 间 S$， 一 定 存 在 非 需 向 量 x 沛 足 
和 二 spanfz;+iy Dit2s "py va) 


从 而 有 
pro， x (lv) 


下 下 上 
4x=[ 袜 oao )(S yw )= Tov 
1 i=1 了 一 


1 Axls=( leml) zo (SIrl?) 
CN Ax s/h xl 0; 
上 面 不 等 式 的 两 端 关 于 所 有 的 - :+ 1 维 子 空 问 S 及 所 有 非 需 的 


向 量 * 取 极 小 导 ， 仍 有 


min( 并 Axw Hoi x 2 
EY " 
Ein 


为 了 证 明 . 上 式 右 端 能 取 到 最 小 值 9;， 外 须 构 井 一 个 特殊 的 
站 -~ 十 1 维 子 富 问 9 ”一 spanfgziy Uist "ns Ur)o 对 于 任 一 非 零 
的 xeS7"， 显 然 有 


x yi jx .= ly ) 
laxlle=( SoHrl:) < (本 
CH Ax s/h lo 


112 


112 
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当然 有 maxf HH Ax Ylx) :os 
xES" 


min( | dx i/ hx), 0 
和 人 
从 而 证 明了 在 S$* 上 可 必 达 至极 小 值 w,。 亦 即 


min max{ Ax sf/ xl 2 ) =o. 
lm 二 r+ 后 汪 


定理 2.5.4 设 A，BeC"m*" 分 别 具 有 次 异 秆 oi 守之 
宇 0; 及 卉 写字 下 字 Tso 则 cc, 与 ri; 之 加 有 如 下 的 闫 深 
[lori~-7rtil® lA-BIs: i=1, 2; **, 1 
证 明 设 4 一 中 十 吾 ，S 7 为 使 max( 站 4x 和 sx 并 *》 到 极 
区 入 和 


小 的 二 -十 1 维 子 空间 。 则 有 


_ 由 如 x 十 本 xx 作 。 
or max, x) 
上 本 
文 花 自 
JIBxz ,NEs: 
Se 
3 x 
ti 十 | [a | 2 一 下 十 引 如 -将 | a 
类 必 地 可 得 到 


trio 二 A-81; 
两 个 不 等 式 联 并 起 来 ， 便 有 
for -rill A-BIH, 
这 个 定理 表明 ， 当 第 阵 4 有 微小 摄 动 而 成 为 4 =-4+ 五 时 ， 
则 它 的 青 异 慎 的 改变 不 会 大 于 报 动 算 阵 的 2- 范 数 。 
定理 2.5.5 设 deCP"*，m 这 xn， 之 r，A 的 奇异 值 为 01 字 
O00; 记 S =diag(oi: Oss 04), =diag(o,, 
ua， …，ar)，4 的 奇异 值 分 解 为 
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六 
= | 
.人 0 
现 证 
之 01 
4os=o[ 1 sj 3 Tarkt so) =rank( >) 
则 有 有 
| 4 1 | mm mir | 二 好 ji Fr 
Iank {Hs}=r 
这 个 定理 表明 在 frobenius 范 数 音 关上 下 ， 所 有 秩 为 7 的 mxn 阶 矩阵 
中 ， -是 了 能 一 个 蚂 佳 通 近 。 
证 明 我 休 闯 先 证 明 ， 如 果 4 的 开 企 通 近 妃 存在 的 话 ， 则 … 
宅 有 
有 4- Po 


六 = 十 二 

然后 拉 证 明 我 们 构造 的 -10 确实 清二 

1 4- ol So 
汶 此 ， 刘 Boe Cr*"， 使 4 一 如上 达到 极 小 ， 即 

A4- Billr=min{ A- BllBe Ce"*} 

二 这 琅 , 的 检 异 人 秆 分 解 为 

— Ci 0 3 

8,.=Q| ,| 
共 中 避 ， 了 为 西 阵 ， 人 1 一 diaafyy1， a 2 的 和 对 区 元 为 
如 ,的 ?个 非 寄 等 异 丛 。 作 短 阵 
OO) 1 ni [ 1 
站 Ds: 站 ss 
则 可 下 汤 车 ， 站 一 C，， 门 ,一 0 ， 万 ,=03 窒 则 ， 以 Ds, 二 0 
为 例 ， 作 年 阵 


c=0"B8,P"| " D=Qx4P=| 


则 者 
ID-A|r<lD-Clls 
再 全 入 二 QMPH ， 便 厅 
la- N= DD-Mi< DD-Clhr=l4A4-B, i 
这 显然 马 质 汕 目 4- Bo 有 #5 的 秘 小 性 对 盾 。 类 棋 屯 可 证 了 D1= 
Cs:=0。 搞 此 可 生 


Cl 0 
D=| Dj 
HA- Bole= HD-Cle= | Dl 
注意 到 .4 与 吕 DO 有 相同 移 奇 异 修 ， 而 .11 的 奇异 佳 与 六 , ,的 毒 异 秆 


的 大 此 为 4 的 弟 异 值 。 芭 Ci 的 奇 党 人 慎 恰 是 4 的 前 7 个 村 吕 值 ， 
族 收 :z 的 奇异 值 具 能 为 .4 的 后 ~ 个 奇异 乱 ， 有 从 而 得 到 


cn 
| 石头 一 C++ 十 0 一 之 Ge 


至 十 4- A4ol= > 叶 是 最 然 的 。 启 以 4 是 4 的 一 个 秩 为 
"的 最 佳 条 阵 带 近 。 
定理 2.5.6 设 ,fe Cr" 的 青史 以 分 解 为 


4s 


oe" 是 一 个 特定 的 向 量 。ffx)= 二 5 一 .4% js 丰 定义 在 整个 兴 
闻 尼 ”上 的 非 贫 实 值 夯 煞 。 用 :站 :是 取 机 人 宕 问 CC* 中 的 范 数 。 则 
问 有 是 


wr » Js6 


是 使 画 数 f/x) 述 到 权 小 的 向量 ;! 如 果 f(x) 的 极 小 向量 不 叭 一 ， 
溃 xo 是 共 中 共有 上 秀 小 学 数 的 极 小 | 同 量 。 也 就 居 说 x。 是 最 小 二 乘 
问题 
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ep de er 


min [bp- Ax | 
关 所 化 


的 最 小 范 数 解 。 
证 明 命 z== 广 ?x，c 二 UNE5， 且 从 送 当 的 分 块 ! 


之 1 | 
= =| | [a =| |， 之 ] eer 
2 Cy 


lo- Ax li= HU (6b- Ax)ll: 
=HURp- UNAVVHx: 


9 0 i2 cer- Sey|? 
= el, =, = cs ), 
=les~ Szills+ le lt le li 
这 表明 对 一 切 xeC"， 栈 数 jx) 有 下 界 几 cs 目 。， 寺 二 在 取 z) 二 
S 1c， zs; 尾 交 时 ，f(x) 可 以 述 到 这 个 下 界 。 雁 而 也 说 明 


则 有 


< pz=p[ 上 导 zat 人 "7 


之 2 
是 f(x) 的 极 小 点 。 并 且 很 容易 看 出 
rsS-ie, S71 03rea SI 0 

=r or or jo” 
是 A(x) 的 极 小 点 中 具有 最 小 范 数 者 。 

定理 2.5,7 ( 极 分 解 ) 设 AeC"*"”， 则 4 可 分 解 为 

-=GU =UH 

共 中 襄 ， 五 为 企 正 定 的 Hermile 阵 ， UU 为 西 阵 。 

证 明 把 4 的 背 异 镇 分 解 作 适 当 的 变形 ; 


4=0 > Jf 
=U! > 关羽 


着 记 
S 0 S 0 
c=U,|, 22 ， H=r,|, je 
出 便 有 
A=GU=UH 
显然 上 ， 左 为 半 正 定 的 Hermite 了 小， 上 为 次 阵 。 


“第 大 市 : Jordan 标 准 形 的 存在 性 


方 阵 4e CGC" "的 Jordan 标 浴 形 是 相似 意 闵 下 的 最 简 形 式 ， 它 齐 
划 了 4 约 很 多 特征 。 著 记 
PliAP=diagt fs ya) 
本 把 PP 的 刚 向 量 对 应 的 分 块 为 
P=(P, Pn) 
即 合 户 ;的 列 数 与 的 阶 数 相 等 ， 则 有 
AP,=P,ii; i=1, 2 ws 1 


Cr" =P(P)+ FCP) ET RP,) 
这 表明 -4 在 C* 下 的 作用 可 以 简化 为 它 在 吹 (CP;) 上 的 作 用 来 分 
折 ， 并 卫 征 个 P， 的 第 一 列 都 是 4 的 一 个 转 征 向 是 。 在 第 四 章 中 
将 会 看 到 ， orqamn 标 淮 形 在 什 阵 分 析 中 是 一 个 很 恒 要 的 工具 。 但 
是 要 证 明 Jordan 标准 形 的 存在 性 及 具体 构造 出 来 ,无 论 是 用 4- 
策 阵 的 理论 ， 还 是 表 人 循环 不 变 子 宏 闻 的 理论 ， 者 格外 的 复杂 ， 有 
时 其 至 构造 不 内 来 。 在 第 二 书证 明 馈 尔 引 地 后 ,我 们 便 指 出 可 用 
Jordan 标准 形 的 仑 在 性 及 满 筷 阵 的 避 忆 分 解 也 能 和 证明 秆 尔 引 i 理 。 
现在 要 问 ， 借 助 舒 尔 引 理 能 否 也 可 证 明 Jordan 标准 形 的 存在 性 
现 ? 下 面 就 是 给 出 的 一 个 回答 。 
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定理 2.8.1 给 定 4eC”*， 则 一 定 丰 在 非 奇 异 阵 六 eC"*"， 

使 得 
XIAN=diagt fis To ns Fs) 
其 中 
0 Ts 
The +E, EF:=( 
0 0 

证 明 本 定理 的 证 湖 分 以 下 二 步 : 

1， 根据 舒 尔 引 理 ， 对 每 个 瑟 eC” ， 都 存在 西 阵 乙 ， 使 得 
妖 三 厅 玉 达 呈 ， 此 中 六 为 上 上 芋 随 阵 ， 虞 晶 还 可 以 要 求 把 R 的 主 对 
骨 元 眉 相 同 党 衔接 排列 直 米 。 

2. 构造 非 冀 异 阵 入， 使 得 

A 1RYT=ilagt Ry: Ro, ": R,) 

其 中 

如 /二 4 了 二;j， Uj 为 严格 上 二 角 阵 ， 晶 . 诸 j; 五 异 。 

3. 评 明 每 个 尺 , 都 有 一 个 jordan 标准 形 。 

我 们 条 用 引 理 前 形式 给 出 .上面 的 过 程 的 实现 ， 最 后 作 一 个 综 
合 。 

引 理 2.6.2 设 Rieg&s el， 民有 是 | 二 和 角 筑 ， 
SeCalssy 册 扰 阵 方 程 

RiP- BR,=S 
有 有 降解 BeC 3 的 充 要 条 件 是 
og(RI) fun = 

基 中 上 避 ) 表 未 总 的 转 征 值 构成 的 集合 。 

证 明芳 我 们 把 组 阵 


a ds dln 


“ml Um 轩 浊 Cm 


的 按 直 定 儿 为 

A = dg) 
则 根据 矩阵 磁 法 和 加 法 信 运 算 ， 玉 阵 方程 R18- B=5$ 等 价 
于 线性 方程 组 


[PR 四 Fr -7 DRI B=-S 


其 中 4 名 有 表示 征 阵 4 与 如 的 直 积 ， 或 Kronerker 积 : 
raB dh ww amB 


设 o(t R11) 二 {4， da Wy 4x 上 ， (有 一 人 2， Hi 


,上 上， 根据 可 积 的 定名 及 且 ; ， 如 :分 别 为 上 三 角 阵 的 畦 点 ， 季 
容易 看 出 有 
Rieoi ,+ 7 了 4 的 ( 一 站 2 


‘Ads, ~ RE * 


1 
1 
一 | 
- 
| ， ; i 
| tu, — RE : 
县 而 有 有 
了 


天 
detL RCO ,i CS 一 ?二 TT dort As fs, 一 5) 


了 一 


这 便 证 明了 定理 的 结 诊 。 
引 理 2.6.5 设 PeC"* 是 -个 上 上 工人 角 阵 , 则 存在 非 奇 异 阵 
2 使 得 
XTIRY dagt Ry Ras tr, Ro,) 
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OO 


其 中 尽 ; = 一 4 二 过; ，17 为 严格 上 三 角 阵 ，14) 互 异 。 

证 骨 对 #8 进行 归纳 证 明 。 当 # 二 1 时 ,命题 显然 成 立 。 设 对 
于 阶 数 小 于 n 的 上 三 角 阵 呈 | 及 攻 命 是 为 鞭 ， 现 对 jtC"*" 为 上 三 
角 阵 的 情况 证 明 。 据 千 尔 的 分 解 这 程 ， 不 妨 设 上 三角 阵 


， SS 
R-[。 | 


黄 中 丽 , 与 六 是 站 有 公共 竺 征 值 的 上 三 角 阵 ， 且 户 ; 一 4 
U1 为 严格 上 三 角 阵 。 这 时 要 想 保 证 有 适当 阶 数 的 妹 阵 如 ， 花 得 
等 式 
了 了 TPR Sr -BB Ri Q 
[, [io gx]o i= | 

成 立 ， 其 充分 必要 杀人 件 是 

S=R.B- BE ， 
而 据 柜 设 zC HD 站 ot )= 二 及 引 理 2.6,2 知 ， 上述 方 程 有 除 一 的 


如 存在 。 从 而 据 则 纳 假设 ， 在 在 适当 阶 数 的 红 阵 人 ， 使 得 
CKOCO=Uag(l Rg, Has rm) 


从 而 取 
7T -8B8- -BC 
x*=[ Js =[。 Cc ] 
便 有 
_ B 1 5S -BC 
ARX-[ co xl, ce 
rR: SC- RIBC+PBEKC 
Lo CKC ] 
， ， 
一 R: 
. 站 | 
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引 理 2.6.4 设 BeCee4 且 杞 =(。 “人 )， 则 


0 0 
下 一 FF*— 一 
a z=[ 。 7 小 一 人 交 ， 吾 人 +1 一 所 ) 
{ 了 一 百 7 五 )# 一 CeE1， og=elr, 


其 中 e;eC* 且 第 i 个 分 最 为 ] ， 共 余 分 量 此 为 零 。 

证 明 直接 验证 便 知 绪 诊 正确 。 

引 理 2.6.5 设 UeC"*" 且 为 严格 上 三 角 阵 ， 则 存在 非 奇 蜡 
阵 了 eC"*" 使 得 


XUX=J 
其 中 
=diag(E,, Fs ome 
0 To fl. 
2 0 )=| 1 


(五 ji+1 的 阶 数 ) < 所 (EE; 的 阶 数 》 一 Ar 二 1， 一 1，2，…， 


m— lp 


如 果 把 7 号 出 ， 则 有 


| 
证 明 对 进行 归纳 证 明 。 当 n= 二 1 时 ，U =0， 命题 显然 成 


| 
0 


- C—O 


辫 。 假 宝 对 阶 数 小 天 二 的 严格 上 演 角 阵 命 题 为 莫 。 现 对 严格 上 泾 
角 阵 区 eseC 7 加 以 证 明 。 先 将 UU 分 块 为 


0 了 
5=| " | 2 人 ”1 


0 77， 
根据 归纳 彼 设 ， 存 从 非 育 异 阵 兴 , ， 使 得 
CT 
XiU X= 了 ig 五 ，， ，» Bm) 


J 1 diagt £2, my En),; 《五 ， 的 阶 数 ) Pe- {PF,; 的 阶 数 )， 
7 之 2。 上 内 而 有 


-| 0 1 ] 
Lo XYIUX 
再 将 #7 下列 分 据 成 7 小 1 二 (uw 了 好)， 使 得 与 于 TU LX 小 的 列 
分 块 保 持 . - 王 。 达 样 全 有 


了 人 

[ 0 uT | | 

0 XiiU XX 0 六 

借助 引 理 4 ， 可 以 推 得 

1 -ET O00 wT whl uprr 0 
CI 
“0 0 i 0 0 J1 “0 0 i 

0 wunTe, us 0 el s’ 

[: 天 1 -| 五 | ,| 

0 0 0 0 0 J 


下 面 对 o 分 两 种 情况 讨论 ， 
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如 果 r 交 0 EE 则 有 


G 1 0 0 0 gel sr oa 0 0 
OE 
0 0 ao 17*~0 0 J 0 0 of 
0 et olsT er 0 0 0 el sT 
-| an 从 je 了 |- a, "| 
0 0 ois 0 of 0 D i 
-| 四 
0 了 
好 rr ~ 人 ei "] E =[ 0 “| 
0 Ti -0 五 ， 


(二 的 阶 数 》 沽 【天 :的 阶 数 ) +1 
因为 如 的 阶 数 严格 天 于 了 中 的 纤 个 对 角 块 的 阶 数 ， 故 7 人 1 =0。 
现 定 区 | 

51 一 SA T ll, 1=1, 2, ..., k, 
注意 到 s 二 ww:， 故 有 


[I 


[ st ee] 
-0 1 

用 所 11137111 - 
-| 7 | 11gi<h-1 


国 为 7147 二 0，s4 fA)75 二 0，s1 二 s， 所 以 在 上 式 中 取 i 二 
1， 2 ， 和 上 一 1， 人 恒 有 


有 es 8 [rE 
vo Ho 0] 
这 样 便 证 明了 了 
Udiag( Fis Bs 1 Be,) 
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如 暴 05= 二 0， 则 有 


0 0 s7 
~ 天 1 | 
0 1 


由 于 己 : 伍 于 主 对 角 据 上 上， 枚 可 作 行 与 列 相 对 应 的 区 换 ， 和 使 之 变 
为 


EF 0 0 
5 0 "| 
0 0 万 
， 0 ssT 
南 归 纳 彼 变 ， 对 严格 上 三 角 阵 | 。 y |, 存在 非 奇 蜡 阵 X, 便 
i 
得 
-0 ST ; , 
3 [ 1 Xs =, dog( EY EL) 


于 是 再 对 诸 对 角 块 根据 其 阶 次 大 小 作 适 当 置 换 ， 侯 得 到 合 题 所 党 
要 的 形式 。 
综合 起 来 ， 给 定 AtC”*"， 其 Jordan 标准 形 的 扒 寻 过 程 是 ， 
第 一 步 : 据 舒 尔 引 埋 ， 存在 峡 阵 这 ，， 使 得 
i! AX ,=R 
共 中 上 三 角 阵 书 的 主 对 角 元 按 相 间 者 衡 悉 排列 起 来 ， 舒 尔 引 理 的 
证 明 过 程 表 有 明 可 以 这 样 敌 。 
第 二 步 : 据 允 于 2.6.3， 存在 非 硒 蜡 阵 元 。， 合 得 
XE REA, =diagC Ri fos 3 Rs) 
其 中 
如 ;一 47+TT， 4 LE) 为 严格 上 三 角 阵 。 
第 三 步 : 据 引 理 2.6.,5， 对 每 个 严格 上 由 三 角 阵 芝 ;，， 存 在 非 琳 
蜡 阵 了 ;， 使 得 1 
YU Y=diag(B ii; Ejss rs Pm) 


了 
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有 让 页, 了 一 4 TY TI 
一 洛 j 了 十 diag( 五 1 瑟 机 Ej,) 


[J 


A taiagt Es Eis Einm,) 
~ 
( ,oi 
第 四 和 亚 : 倒 革 8 二 diag(CY1， 了 ，…-，Y。)， 则 有 
XlXTIATI AX XN, 

=XIIXTI! RR Xs =X3ldiag( Rs fas "sy Nn)Xs 
=diag(J 1» Tars Sn) 

其 中 也 一 diag(7 is rs Tim) ;i=1, 2 wm 


了 一 4 十 五 11) {=1, 2 ry 7 
注意 ， 景 后 证 明 的 结果 反映 出 对 4 的 同一 赎 征 慎 2; 可 以 有 及 
个 小 的 Jordan 块 。 但 这 在 定理 2.6.1 中 滩 有 强调 ,而 是 大 这 4， 
(f= 二 1 2, ，…，#) 可 以 有 禄 同 者 ， 所 以 下 脚 s 表示 Jorhan 块 的 
个 数 。 


第 七 节 ”例题 与 习题 


1. 试 证 ， 方 阵 4sR” ”为 邓 称 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 
也 是 对 称 正定 的 。 

2， 若 4eR” ”是 对 称 陆 。 试 证 存在 正 实数 上， 使 得 + 4 
为 正定 ， 一 4 十 二 为 搞定 。 

3， 车 补 定 对 称 阵 4， 召 eR" ”可 迹 换 ， 试 证 4 号 也 是 趾 定 
对 称 阵 。 

4. 试 证 ， 方 阵 4 是 正规 的 充分 必要 条 件 为 4 可 以 分 解 成 
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4 二 3 间 = 驴 9 ， 闪 中 加 为 正 变 阵 或 丁 阵 ，.9 为 卑 正定 对 称 阵 或 中 
正定 Uermilte 阵 。 

5.， 斌 证， 实 对 称 方 阵 4 的 特征 佑 到 部 藻 在 区 问 [qa， 上 的 
而 分 必 杰 条件 是? 了 D7 一 A4 玫 为 于 正定 对 称 阵 。 

6. 茸 溉 对 称 方 阵 4 与 吾 的 特征 值 分 别 落 在 区 间 Ea， 8] 汪 
Le， 4] 内， 证 明 对 称 陈 4 总 的 特征 值 一 定 装 在 区 间 [att c， 卫 十 
dd 内。 

?>. 【 概 分 解 式 ) 任 “2 阶 非 奇异 实 方 阵 4 ， 都 能 叭 -一 地 分 
人 角 为 可 二 信介 = 外 S$S;， 共 中 候 为 正 变 隆 ，S， 与 9 。 流 下定 对 称 
阵 。 

提示 : A 4 为 正定 对 称 隆 ， 上 故 它 的 算术 和 平 帮 要 SS 亦 为 正定 对 

了 一 so S25 IT=S TICA TAS =AS HAS TY 
这 下 明 45 7! 是 一 个 下 奕 阵 ， 记 之 为 QQ 二 AS 1, 从 而 有 A 二 5， 
只 一 性 据 的 唯一 性 可 证 。 

8， 根据 习题 7 的 结论 证 明 :， 对 每 个 2 阶 非 亩 异 实 态 阵 4 ， 
都 存在 正 交 阵 Qs 及 虽 ,， 使 得 

Qs AQ, = iagt dys 2s rs An) 

其 中 0 入 A i 守 呈 41， 且 273}4-1 为 AA7 的 所 有 特征 
合 。 - 

提示 ， 设 .4 的 极 分 解 走 为 -=SQ， 共 中 .3 一 -47。 由 本 
5S 足 正定 对 称 阵 ， 故 它 正 变 相似 于 对 角 阵 ， 开 存在 自 变 阵 怠 s， 
全 得 


名 3S 名 一 iagf zi, 4，， A) 
pi | S=OMiagt ds 4 0, as 
战 而 在 . 
A=SQ,=Q3diag(d). 2 A sl 
全 日, 一 (QsQ 477. 蚀 得 到 4 二 Q3diag(4,， 4，…，4QTI 这 个 
结论 是 说 : 每 个 菲 奇异 的 实 方 阵 4 都 正 交 相抵 于 一 个 对 角 阵 ， 且 
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对 省 阵 的 主 对 向 元 为 矩阵 4.47 的 特征 伟 的 算术 根 。 这 是 奇 妈 乱 
分 解 式 的 特殊 情况 。 不 过 它 有 失重 要 的 几何 瘟 浆 : 
## 维 仿 射 空 间 民 "由 的 每 一 个 仿 射 变换 ， 
2 一 -re 十 peGetf AIO, peR" 
都 可 分 和 解 为 以 下 儿 个 特殊 的 仿 射 变换 的 乘积 ; 
《TD 平移 y=xb 
(2) 自问 变换 Hx, QO = 


所 | 
! A 上 
3) 压缩 变换 Y= 、 ix 


请 焉 者 白 己 验 让 一 下 。 

9. 若 方 姥 4eR" "是 对 称 的 晶 满 足 42 二 0， 和 你 能 用 儿 种 方 
潜 证 明 .A = 二 0。 

10.。 试 证 ， 对 每 一 个 对 称 实 方 阵 4， 都 让 在 一 个 对 称 方 阵 
S， 使 得 SI = 1。 

11， 如 果 有 是 一 个 正规 让 阵 , 矿 是 4 的 一 个 不 变 子 空间 
(CAHCHA) ， 试 证 太 的 正 变 补 素 + 再 是 4 的 不 变 子 空 间 。 

12。 如 果 .4 革 于 特征 值 4 的 竺 征 向 最为 mp， 则 显然 有 


这 娟 明 4 竺 于 4 基本 9 的 Ray'eign 商 。 这 泵 用 来 求 埋 征 人 箱 的 一 古方 
法 。 用 这 种 洗 示 证 明 Hermite 外 阵 的 特征 值 都 是 实 的 ， 芷 定 护 阵 
的 特 往 慎 寿 是正 的 ， 秆 正定 夭 阵 的 畦 征 值 邦和 赴 旨 负 的 。 
1 
13. 求 刘 阵 4 一 ( ”1) 的 迁 分 解 式 。 


由 


首先 求 得 4 的 特征 值 为 4, 二 3，5s 半 -1 ， 而 相应 的 特 在 向 


攻 为 
hil, 2})7, =—=(l, -2)7 
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而 年 阵 44 = (  ，) 的 特征 值 也 是 3，- 1， 相 应 的 特征 向 最 为 


和 (1 ， -3 ， 划一 3 (1 3 ) 


旭 向 E(t41) 上 的 授 影 为 


P=—ppi : Pix=- 人 
而 向 EE(4,) 上 的 投影 为 
已 :一 季节 和 Pix= 3 (£1 3 ) 


其 中 x= (5 ，£2.)7eC?*， 最 后 便 得 到 
A=APit+ 4.P,=3P,- PP. 
如 果 要 问 ， 为 什么 变通 过 求 A* 的 特征 向 景 风采 构造 投影 算 
子 Pi? 道 青 很 简单 因为 可 对 角 化 年 竹 4 的 谱 分 解 式 是 报 据 关 
深 式 
4 一 已 人 局 1 
推导 出 来 的 ， 其 中 只 一 (pi ，9p5，…，en) 的 列 向 量 2p;， 是 4 关于 
特征 信 4; 的 特征 向 量 ， 而 对 角 阵 
A=diag(d1, 4s, "1, A,) 
著 记 P '=(¥1， Bs pn) ， 邮 显然 有 


A=PAP 1=S 19 = hp, 


共 中 户 ,二 iy 就 是 平行 着 [E(41)]* 一 包 如 (41) 向 E(41) 上 
Fa] 
的 投影 算 子 。 但 据 P-: 4 二 A PP"! 有 
(pipar pa A= ACPI Pap 
琴 边 取 共 q 转 置 便 有 
AN( Wipe ) = pip ) A” 


从 而 可 得 
A = i=1l, 2, 0", nt 

这 者 明 节 是 4 关于 特征 值 不 ;的 特征 向 景 。 

14. 证 明 一 个 正 电 矩阵 若是 三 角 阵 ， 则 一 定 是 对 角 陆 。 

15. 证 明 ， 开 规 阵 .4 是 知 堆 和 阵 〔.42 =0) ， 当 且 仅 当 A=0。 

16.。 在 欧 氏 空间 R" 中 ， 委 让 摧 影 算 子 是 很 有 用 的 。 如 果 M 
是 R" 的 一 个 子 空 间 , 我们 欧 虑 沿 1- 向 有 上 的 垂直 乒 影 算 子 
忆 HonwL( 简 记 为 已 pr) 是 乱 样 计算 的 。 苷 先 考 查 一 维 的 好 = 
spanfa， 也 就 是 求 向 直 三 邮 上 的 重 直 投影 。R" 中 的 内 积 取 标准 
内 积 (x 1D=y7x; 向 量 xeR" 在 a 上 的 抽 影 记 沟 x。， x 与 4 之 间 
的 夹 角 记 汐 8{< 志 90"》， 向 景 4 上 的 单位 向 量 记 为 w=a/ 上 a， 
则 据 几 何 知 识 ，x 在 as 上 的 拘 影 的 其 度 【 模 ) 为 


| x toosl 
而 返 影 则 为 
ws = || xfleosd = x ensd 
让 于 
: a (xle) 
e060 = wal 
故 有 
其， = =o x = x. 
也 就是 


Xo =P x=ow Tx 


及 而 很 到 投影 算 子 已 。 的 天 示 : 
Pe=oor = oR""" 
很 容易 验证 已 。 是 才 鲍 的 Hermite 陵 ， 所 
IP I= {a}t, BCD) =spantr) 
从 PP。 = ww ”来 看 ， 忆 ,只 决定 于 4 方向 上 的 单位 矢量 ， 而 与 其 
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它 无 英 。 现 在 若 卡 虹 忠 R" 的 4 维 子 室 和 间 的 情况 。 如果 {wi， 
a 的 一 个 标 队 下 实 基 感 ， 任 取 xeR"， 它 在 ws 
了 上 的 垂直 投影 为 

Na 一 站。 一 和 
谭 竹 在 末 王 了 网 年 典 撑 影 为 

Pux= DP x+ Ps,x Fe Ho 


ODT mE x 
= wa wn 
若 记 (ows*ws) 二 QeR”*"， 则 QQ 是 一 个 部 分 省 ( 正 交 ) 阵 ， 
如 QT7Q 二 1 ， 记 以 得 到 
1 QT 
={o arma wm)’ 
这 下 上 明 ， 给 则 了 打 的 标 灌 睫 变 上 太 诡 ， 求 Pw 也 是 很 容易 的 。 恋 者 
自己 验证 Py 让 第 等 的 Hermite 阵 ， 并 且 涌 足 AtPDwy } 二 M+， 
EA 
最 后 ,我们 淮 查 给 出 开 鸭 一 般 基 庭 {as, as， os} 
(aieR"m, I=1， 2，…， Nn) 的 清 形 。 对 读 直 诡 施 行 Gram- 
Seohmidl 未 此 正和 欧 侍 ， 得 到 标准 正 迹 基 底 {omlr，cos，…，on。 
若 记 
一 eds 
QO=Cwwrma je Re ", (OTOQ=7.,) 
则 撕 扒 论 2.1.3 后 面 的 说 明 ， 叶 知 有 如 下 关 夭 
A=QR, ReRn*" 
因此 有 @= 二 AR ， 且 4 A = RTR。 握 前 面 推导 可 得 到 
Px =QO =ARICR DT AT 
= .A(RTRY IA = A A TAY LAT 
不 难 验 证 ; 
Fh = PE=Py» A (Pn)=RCA)., 
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Spy )=N 

如 困 知 道 肌 是 由 ar tay On } 线性 张 咸 的 ， as 
ay ， Qs 上 及 是 线性 相 美 的 ， 试 问 Pw 有 又 如 何 用 算 陈 A 二 (41; 
adar an 给 出 ? 在 学 过 广义 道 香 阵 之 后 ， 便 有 了 回答 。 

17 . 仿照 习题 16 推 导 交 空间 %" 中 的 正 交 投影 算 子 。 

18. 现在 考虑 这 样 一 个 问题 :在 "天 欧 乓 千 关 间 有 只” 中， 给 定 和 人 
模 的 内 个 向 量 a, 5 (ia = Ll) ， 签 求 一 个 正 交 变换 所 ， 
R" 一 >R" ， 它 使 得 


Ha=b 
我 们 假定 a 与 互 的 汇 角 9<90"。 取 划 仁 向 县 
GD | 
~ la-pl 


由 疝 量 4 ，P ，g 一 上 构成 一 个 等 采 二 角形 。 而 4 人 相 w 上 上 的 投影 为 


ds = OO 


a-b=2w0%"a 


b=a- 200T 0 
=(T -2m )}a 
这 样 恒 得 划 变 换 石 =7 -26w7， 它 显然 是 把 4 变 为 上 的 一 个 下 
交 变 换 ， 即 满足 五 ?= 五 ": ， 状 旧 还 满足 召 = 百 -1 或 万 := 了 。 这 
说 明 a 经 二 酚 芒 这 种 灾 换 屎 还 原 为 自 丰 。 帮 果 把 9 与 5 夹 骨 的 和 下 
分 而 (与 ac- 5 强直 ， 当 然 也 与 o 策 殖 ) 视 为 一 面 颖 子 ， 则 卢 便 是 一 
个 刍 象 到 射 ， 肥 看 散 Hausehalder 变换 ， 它 是 数 秆 计算 中 的 一 个 很 
重要 的 变换 。 读 者 就 R? 中 给 定 ae=(1，2)7，b=(2,1)7 的 情况 ， 
计算 出 避 ， 兰 作 有 后 几何 上 的 解释 。 如 果 兮 


二 一 ab 
arpl 


则 万 =2oo" ~ ， 也 满足 所 提出 的 要 求 ， 试 头 几 何 上 作 及 解释 。 
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19 ， Cayley—Hamilton 定理 有 一 系列 的 应 用 ， 这 里 郊 审 它 在 年 
阵 赛 的 计算 万 面 的 应 用 例 邓 。 给 定 


<) 


容易 算出 它 的 特征 多 项 式 为 


22 -dA4-5=0 
据 Cc-f 定 理 有 
2 一 4 一 5 一 0 
9 8 
.42 二 4 +57=( ) 
1 一 4 Fie 17 
4 一 44T+57) 一 4.42 十 5 有 4 
=214+207=(。 “) 
四 AS4 83 
_ 1 -3/5 275 
4 二 (4-47)=( ) 
5 (4 ) 4:5 -1i18 
_ 4 21 17/25 -8/25 
A472:=-- 语 4+ 各 1 一 ( ) 
25 25 — 16:25 9 725 


很 显然 ， 对 和 任意 的 正 负 整数 * ， 都 有 
=a At oad 
其 中 ea ，&%s 根 据 r 四 不 同 有 所 改变 。 当 然 , rf 二 0 时 A 应 该 是 非 
奇异 前 。 一 般 来 说 ， 对 十 J4eC"*"， 应 该 有 
一 ed toes A + to 
现 忆 ”0 证 之 。 据 老 项 式 带 余 除 法 有 
i =fAIQCAT+ ROCA) (*) 
共 中 余 式 必 (41) 的 区 数 应 低 于 峙 征 多 项 式 /(4) 的 次 数 ， 故 可 会 
站 (二 
(的 两 端 用 4A 代 苦 4， 利用 C-H 定 开 f(4) 二 0， 便 得 到 
=alA"tit a A tt anf 


如 蛙 4 1， 4 wy Ei 为 4 的 转 征 值 ， f(A4:)=0, 据 {a} 及 
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可 得 漳 方 程 组 : 
A A loa A 二 十 Ons 了 二 1 ， 放 ， 只 
这 是 合 有 #4 个 米 知 数 4;， as an 的 线性 方程 级。 如果 
{4 3: 互 不 相同 ， 则 该 方 各 组 的 采 数 行列 式 是 满 秩 的 。 因 它 
是 4:，4:，…， 4 的 范 德 莹 行列 葬 。 这 时 有 唯一 的 一 组 服 数 
a Co9 dso 让 果 特征 值 4, 是 重要 (f(t4) 二 0 的 重 根 ) ,不 
她 设 其 重 数 为 m;《 民 狐 重 数 ) 。 赠 方程 组 中 有 1m; 个 方程 是 一 样 
沪 。 沾 过 这 时 有 
FCA)=(A- 4"ip(d), ptrDaen0 
从 而 可 知 ; 
f(A)=O0, s=0, 1 -we; mi—1o 
对 (* ) 尖端 关于 4 求 导 mr; 一 1 区 ， 用 4 代 大 恒 得 到 
RA =rir Tr- s+1)ds 
3 一口 ，1 ，……， 1 -1 
这 样 仍 有 nn 个 合 有 未 知 铬 避 ; 3 Wu? ss 的 方程 组 ， 三 且 可 让 
证 有 明 读 方程 有 解 。 蔚 举例 培 明 ， 
考虑 给 阵 


的 7 次 之 A4' 的 表 达 式 。 显 然 4 有 特征 慎 1; = 二 +4, = 二 1， 及 知 
A'=ai A+aoi 
对 应 的 多 项 式 为 
Ar=uidiay (1 
求 导 一 浆 叉 有 
rAr l= (2) 
令 4=] 代 大 【1) 、(2) 便 得 到 
rt+aso=l, ey=rs ro—li—r 
从 而 在 
4 一 LT- 了 
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1 
=34-27={ ” 
0 1 
1 52 
4 =264- 257 ={ ) 
0 1 


=- 4+27={ 0 0 


(1 00 0 
Jj 100 
0 1 1 0 
-1 -1 0 1 
试 证 : 
1 0 0 0 
r 0 
jr 二 1 0 
- DD -r 0 1 
21. 求生 唾 

3 -2 -4 

4-(-: 6 | 

-4 -2 3 


的 谱 分 解 式 ， 帮 给 由 .4" 的 表述 式 。 

22， 证 明 ; 如 果 一 个 实 对 了 称 第 阵 4 的 主 对 角 元 都 天 于 堆 ， 则 
才 到 人 少 有 一 个 正 竺 征 伞 。 

23， 赤 AeR**"， 证 明 方 隆 C = A474 一 定 存在 一 个 对 称 正定 
的 平方 很 ， 而 方 阵 呈 = .447 一 定 存 在 对 称 寂 正定 的 平 为 积 。 

24， 定义 在 西 空间 CS" .E 的 任何 一 个 正 灾 授 影 PCP?==PP 且 
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PH 二) 都 是 竺 正定 的 。 斌 证 明之 。 
提示 ; x*Px 一 x? 了 Px=x*PPx 
~—x* pH px= | Px lS0 
25. 证 明 ; 任 一 非 奇 异 方 阵 都 在 在 一 系列 排列 阵 呈 ， 使 得 方 
阵 户 有 4 的 顺序 主子 式 都 不 等 十 有 零 。 
26. 对 下 列 和 矩阵 作 满 秩 和 钓 分 解 


| 1 -1 1 1, 1 2 3 
[| -1 1 -1 -1 2 4 6 12 | 
| |,， B= | 
1 1 -1 -1| 1 2 3 | 
-1 -1 1 1 2 4 6 12| 


一 1 i 0 0 2 1 
全 |- 0 -二 5-|-， 0 | 
0D -1 0 
试问， 4 与 8 是 正规 矩阵 吗 ? 若 足 ， 通 过 本 变换 把 它们 化 成 相似 
的 对 角 阵 。 
28. 访 4 的 满 秩 分 解 为 4 二 BC。 试 还 ; 
Ax=0<> Cx=0 
29. 游 4==(ai,) 是 # 阶 正定 陈 ， 则 有 
det( AIESIL 0 senn 
当 导 仅 当 .4 为 对 角 阵 有 等 式 成 半 ， 这 就 是 有 省 的 哈 述 瑾 不 刍 式 。 
提示 用 归纳 法 上 只 要 证 明 不 等 式 
getf A Ea detl A 1) 
当 且 仅 当 gi 二 221 二 守 g4_14n 二 0 有 等 式 成 并 就 能 了 ， 共 中 
有 4 1 流 4 的 s- 1 阶 顺序 主子 式 。 为 此 ， 记 


人 
- af Gon 


再 为 
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TO 


fnl 0 FA: a .41 oa 了 

[了 1 a a 上 人 oo 

从 而 有 
det( dd) 一 few 一 GE Artiia)det( 4 1 
由 于 A,_1， .A#+1 都 是 正定 的 ， 放 det( .40， 有 GT 六 
0 ， 当 且 仅 当 9a= 二 (C014 Gans 0n_1n)? 一 0 肝 aff ALa 二 0。 
从 而 有 
dett A) an ,dett 1 

当 且 亿 当 az 三 0 时 等 式 成 立 。 

30。 证 明 ; 欧 氏 空间 R" 中 的 尾 一 超 二 莹 曲面 


fx Ma py sx) 一半 a 
者 能 通过 正 变 变 换 
fi Gl 9 


Wn ‘ny dns “” Han xj 
化 成 标准 形 
(xi 人 xz) 一 之 4 


提 东 ， 先 将 超 二 次 曲 面 jx, ，xs，"…，xw，) 当成 矩阵 形式 。 为 
此 ， 合 


“ai Ga 


=x Xa xay 


f(x, Na xn)=x Ax 


~ 144 ~ 


其 中 4 是 上 和 阶 罕 对 称 阵 。 由 于 存在 正 变 阵 局 使 得 
A=QTAQ 
A=diag(A,, A We 4 ) 
故而 有 
T(x)=x Ax=x'Q TAQx 
= Ay= > 和 
其 中 y= 久 x。 和 例如 
flxis Kas xs)—2xt+ x 2ax xst 3xs 
一 X7 Ax 


共 中 


2 1 0 
x=(x1: Xs Xe), ‘(1 2 0 | 
0 0 3 
不 难 求 山 .4 之 竺 征 慎 为 =1，4, 一 Xs 二 3、 对 应 的 标准 正 交 畦 
征 向 量 为 


| | ] 了 ' 
7 
| . 
qi 1 + Ou 一 1 人 : 
0 0 “1, 
构造 护 阵 
1 1 
7 HE 
Q = 919293) =| 1 -1 0 | 
TF Wa 0 
0 人 1 


则 有 
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0 0 3 
作 变 痪 
7 f 
四 ja a ol 
二 =Qre- 1 -1 | 
| Wa Wo 0 | Eo 
Vs 0 0 1 J xs 
便 得 到 
y=Q x a 


jxis | xs) y+ yi 3943 


它 是 一 个 三 球面。 
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第 三 章 ”矩阵 的 广义 道 


大 家 知道 ， 当 .AeCs** 时 ， 上 注 程 4x==5 有 唯一 的 解 ， 大 且 可 
表示 为 x 一 A515, 结论 是 如 此 的 简单 而 美妙 .但 是 在 应 用 领域 中 却 
证 多 地 要 磁 济 次 异 方 阵 和 蕉 方 阵 ， 并 且 太 最 的 问题 ， 最 终 要 归结 
到 求解 算 子 方程 Ax 一 8。 大 人们 自然 会 想到 ; 能 否 有 一 个 广 六 的 逆 
手 阵 ， 第 .-， 它 具有 通常 赣 年 阵 的 部 分 性 质 ， 并 且 在 攻 满 秩 时 ， 
这 种 广义 逆 与 通常 道 吻合 ; 第 二 ， 用 这 种 广 又 道 同 样 能 求解 方程 
Ax 二 5 大 进行 理论 分 析 。 这 就 是 提 内 和 研 究 广 义 逆 短 阵 的 出 发 版 。 

广义 的 道 的 概念 似乎 是 1903 华 由 Fredholm 普 先 关于 积分 算 子 
提 同 的 ， 他 称 之 为 伪 北 。 而 微分 算 子 的 广义 逆 已 隐 含 在 而 lbert 关 
衬 广 习 的 格林 画 数 的 讨论 《1904) 之 中 。 珊 后 的 二 "上 多 年 有 很 多 
学 者 ， 如 Myller (1906) ,Westfall (1909) Bounitzky {1909) 、 
Jurwilz {1912) 、Elliott《I928) 、Reid (1931) 等 ， 都 做 了 不 
同 诬 程 的 研究 。 畦 别 是 Hurwitz 利 用 Fredholm 算 子 的 看 空间 的 且 限 
维 性 ， 给 予 伟 逆 一 个 简单 的 代数 构造 。 对 于 无 穷 维 算 子 的 广 闵 洲 
的 矿 宽 ,自然 刺激 了 对 有 限 维 线性 算 于 夭 阵 多 广 艾 道 的 研究 。 
1920 年 ，F.H.NMoore 在 美国 数学 学 会 的 一 个 会 议 上 ， 以 摘 完 的 形 
式 指 出 ， 对 每 个 有 限 的 短 阵 ， 都 存在 唯一 的 一 个 广义 道 ， 他 叫 收 
“general reciprocal” 4 但 详细 的 论 交 灰 他 死 后 的 1935 年 地 败 吉 。 
他 是 用 正 变 撑 影 算 子 来 定义 广义 邀 的 ， 我 们 把 它 吓 做 Moore 广 闷 
通 。1951 年 ， Bierhammer 托 请 了 Moore 揽 的 最 小 二 滋 性 质 ， 也 就 是 
说 ， 若 所 是 .4 的 Moorc 诞 ， 册 忆 5 给 出 了 方程 .Ax = 二 8 的 基 小 二 乘 解 。 
1955 年 ，R.Penrose 在 Bjerhammet 的 研究 基础 十 ， 提 出 了 用 方程 组 
AGA=A;: GACGEG, (4G)2 = AG, (GAA) =G A 来 定义 
用 的 让 世道 忆 ， 时 居 Penrose 道 ， 也 证 明了 心 的 唯一 性 。 不 项 ， 
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Bjezbammer 运 现 大 证 明了 Moore 省 与 Penrose 省 完 从 是 一 个 数学 竹 
念 。 所 以 后 来 抬 它 包 做 Moorl-Penrose 道 ， 莽 记 必 4+。 瑟 十 年 代 
以 后 ,在 这 方面 出 现 了 大 批 的 研究 论 交 ， 特别 猴 得 指 册 的 数学 家 
有 Grevill (1957) ,Ben-Jarael (1957).,Scroggs 采 Odell (1966)、,Rao 和 
Mitra 鲍 。1953 年 ，Bott-Duffin 峙 于 硝 究 网 络 理 论 的 需要 ， 还 提出 
过 所 谓 方 阵 的 约 东 广义 道 。 坟 十 年 代 以 后 ， 有 的 人 从 不 同 的 角 
讼 ， 对 广 绿 北 的 萄 念 又 加 以 推广 有 的 大 则 进一步 按 据 各 种 广义 
道 的 性 质 或 构造 具体 的 计算 方法 : 也 有 人 研究 广 闵 首 在 各 个 领域 
的 实际 应 用 。 目 前 ， 广 闷 道 已 形成 了 一 套 系 统 币 完整 的 理论 ， 幸 
成 为 很 多 研 究 领域 中 的 有 用 工具 。 

本 章 主 要 介绍 这 方面 的 基本 拔 念 和 结论 ， 并 给 败 一 些 应 用 的 
例子 。 


第 一 节 ”Moore-Penrose 广 义 谤 


定义 3.1.1Moore) 赤 4， 如 果 GeCcxr 满 足 


AGTEP g(a NAT MO ATP gl AH ), HA) 


则 称 G 为 4 的 Moore 广义 六 ， 上 而 等 式 的 右 端 是 两 个 亚 交 投影 算 
定 灾 5.1.2 【Penroses) 设 AeC"m*"*， 如 果 GeC”*" 满 是 
1. 4GA=.4 
2. CAG=G 
8. CAO)IM= AG 
4. (GA =GA 
则 称 后 为 4 的 Penrose 广 交通 。 
后 而 将 要 证 明 Moore 遵 与 Fenrose 逆 是 等 价 的 , 并 则 是 唯一 的 ， 
故 称 之 为 杂 - 忆 道 ， 记 为 4。 由 于 Penrose 的 四 个 方程 都 各 有 一 定 
的 解释 ， 并 且 应 用 起 来 有 方便 之 处 ， 所 以 出 于 不 同 的 目的 ， 常 要 
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考虑 满足 部 分 方程 的 人 ， 吓 艇 弱 六 。 为 引用 的 万 便 ， 给 予 如 下 的 
记 法 。 . 
定义 3.1.3 设 AeC"*"， 用 .47 ,7 了 ， "1 1} 表示 所 有 注 
是 Penrose 第 i 站 ;7 了 ， …， 了 个 方程 的 矩阵 Gec"x” 的 集合 ， 
[| Fs 了 ， 1} 有 叉 常 记 作 加 一 在 做 可 的 
{r 7 …， +- 族 。 
普 党 证 明 4711;2,3,4 是 单元 素 集 ， 基 -44+ 的 叭 一 性 ， 这 里 
先 承 这 4{1T23, 4 sdo 
设 和 ,Ye A{1,2,3,4}， 则 有 
X=X(AXIT = XH A =XXF (AY A 
=X(CAXIH (AY YH ~ XAY=CX A (VY AHY 
= ATYHY={V A Y=Y 
下 面 我 们 从 构造 A 1} 的 元 素 开 妨 , 逐 步 地 构造 A {1,2}， 
有 411,3}，A{1,4} 及 A+， 拜 齐 加 它们 的 特征 。 这 个 过 程 较 长 
且 显 得 有 点 繁 政 , 恋 者 要 耐心 些 。 上 下 一 瘟 骨 谈 到 ; 对 作 一 
AeC*x*， 存 在 非 达 异 短 阵 上 Cm*"m 及 辐 横 阵 Pe 必 nx" ， 使 得 


IT, k& 
rap 五 三 “ 1 
AP=[ ,| (1) 
此 即 .4 的 Hermite 标 浴 形 。 提 此 有 
定理 3.1.4 设 AeCr*"，JeCm*m 及 PeCr*" 使 得 式 
【LIL ?成 立 。 则 对 任 一 民 ee cx ， 短 阵 
， 0 _ 


是 4 的 一 个 革 1}- 道 ， 即 XeA{1}。 
证 明 因为 


A=E™ | |e 


0 0 
从 接 验 算 便 知 有 1X 4= 4。 
当 r 二 rank( 4) 二 0 时 ,任何 % x sm 阶 甜 阵 佛 为 .A 的 一 个 {1}- 
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散 , 国 为 这 时 了 为 筹 第 阵 , 从 式 (2) 可 以 看 出 rankY 二 r 十 iank( 上 上 ); 
出 于 工 的 任意 性 ， 吉 A{1} 包 含 无 穷 多 个 元 素 ， 旦 其 秩 可 任 取 
大 十 或 等 于 r， 测 小 于 或 锋 于 min(mmz,#) 的 正 整数 。 
对 于 在 -A'DeA{1}， 显然 有 部 下 性 质 。 
引 理 5.1.5 设 AeC"m*"， ht 个， 则 有 
1. (4G Re 二 1 
2 车 4egaxa 则 了 三， 用 是 唯一 的 ; 
由 
0 ,720 


3 A74d vey A {1}, 2+=[{ 


.ran A rankt 1); 
5. 车 5S， 丰 为 非 兽 这 拓 隘 , 则 TA Se(S 7 
41}s 
6， 44 及 4 和 1 .4 都 是 等 等 阵 ， 且 满足 
rangf AAd tI =rankt 人 A) =rankt A ) 
引 理 3.1,8 设 4tCr*"， 则 有 
1， 4 A=7 了 < 这 r=n; 此 时 4 和 时 做 .4 的 直道 ， 


记 为 了; 
2. 4AA = 了 3 一 相 1 此 上 时 6 是 巩 地 的 右 赣 ， 
记 为 Ak! 


证 明 ]，{ 一 ) 若 A4tCr*"， 则 据 引 理 3.1.5 的 6 知 ， 沉 等 
短 阵 ,4 9 A 是 非 奇异 的 ， 因 此 对 等 式 
(A AI= A!’ A 
西 器 项 J.( 4 1， 恒 得 到 4 4 
(一 ) 网 为 4 4 二 了 则 册 引 理 3.1.5 的 6 因 
Tankf .4) =rank€ s(t! 4}y=rank( fT, )=n 
2. 美人 羽 对 工 的 证 芭 。 
引 理 5.1.7 若 40e3fTI)， 贡 
BAN TE RD, FA A SA NN), 
BA A )= RA ) 
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证 明 首先 有 多 C4A4')c 多 (A)， 据 引 理 3.1.5 的 6 有 
rank( 4)=rank( 4A ， 及 dim 甸 (二 Him 这 (C445)， 从 而 
RE AA =FRCA), 

-CC A 是 显然 的 ; 据 线 性 方程 组 的 理论 ,从 条 
作 rank( 人 二 rankt 4 ?4 可 挫 得 dimw (AY 二 Mm A 和 4)， 
获胜 (A)= A 4)。 

最 后 ， 据 引 晨 3.1.5 的 1， 可 得 

PCA IID RAF (A GD) 

= A A DD RECA AM) A )= RA ) 
一 般 情 况 下 ， 有 如 下 结论 : 
(AB)=— BA) < rank AP = rarkA 
CABI A BI Prank AB=rankg 
请 读 苦 作为 练习 证 明之 。 | 

根据 A 的 存在 性 ， 很 窒 易 征明.4 2 的 存在 性 ， 从 而 
下 就 证 明了 4 的 存在 性 。 

5 引 理 35.1.8 设 F，ZeAd{ 1 }， 扩 分 = 站 42 ， 则 有 
AXeA{l, 2。 

证 明 让 接 可 验证 所 满足 Penroxe 的 前 两 个 廊 程 。 

出 于 Ge A {1，2} 与 4 在 Penrose 方 程 1，2 中 足 对 称 出 现 的 ， 
因 于 有 人 又 把 {1，2}- 闭 叫 做 自 友 三 交 遂 , 即 了 与 人 是 互 为 1， 
2 }- 游 。 由 于 给 阵 乘 积 的 秩 不 得 夫 于 每 个 因子 的 秩 ， 故 任 一 
GeA{1，2} 都 有 与 4 相同 的 秩 。 霸 有 生还 有 

定理 5.1.9(Bjerhammer) 给 定 A 及 CeA4{1} ， 则 有 

{TeA{l, 2} <>rank( tT)=rank( 4)。 

证 明 (一 = ) 是 显然 的 。 现 下 (二 ) 。 由 于 Ge 4{f1}， 
故 据 引 理 3.1.5 的 6 有 rank( -人 一 rankf 4); 而 据 假 届 mankfG)， 
一 rankf A,( 克 有 rank( 4) 二 rank(G), 很 好 然 有 第 (G4A) C4(G)， 
但 据 rank(GA)==rankCG) 短 ， dim 多 (GA) 二 Him 多 (CF) ， 页 有 
宇 人 (Gd 一 这 (C)。 这 表明 存在 殷 阵 四， 使 得 
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- C=GAY 
上 式 两 端 左 素 忆 4， 恒 有 
GCAOAGAY =GAY—=GO 
愉 而 证 明了 GeA{1, 2}。 
上 站 定理 也 给 出 了 与 之 等 价 的 
推论 5.1.10 下 面 革 个 结论 中 的 任何 两 个 都 得 含 着 第 三 个 : 
{Ged { 1} ， GeAt 2}, rank(t)}=rauk(t /1)o 
队 定 理 3.1.4 中 所 构造 的 于 不 难 故 更 ， 车 取 工 =0 ， 便 有 
Tankf 这) 二 rank( 0) 二 Fr， 占 而 
1, 0 
G=P[ ,oo JE 
便 是 .4 的 一 个 1，2} ~ 小 。 
上 面 我 们 计 论 了 {1}- 道 及 《1，2}- 族 的 存在 性 及 构造 方 
法 。 下 面 的 两 个 定 氏 将 给 出 1，2，3}- 道 ，{1，2，4}- 逆 及 
ft 1，2，3，4 上 - 诞 的 存在 性 及 构造 万 活 。 
定理 5.1.11(Urguhart) 对 任 一 AeC"** ， 都 有 
Y=CAF A DAN ed {1l, 2, 3} 
Z= A (AAT Ye Ad {1, 2, 4} 
证 明 第 二 全 已 计 和 过 rank( 4 号 A}=rank( AAF )=rank(A? ) 
二 rank( 47， 和 再 注意 到 .多 ( 4 A)C 久 (A )， 恒 得 汉 
BAF A)— RAT ) 
只 而 知 存 在 基 个 矩阵 ， 使 得 


A =AN AU 
两 边 同 取 共 缠 转 置 ， 使 有 
A=UH A A 


因而 可 知 
AY A=UR AF A{(AF AY WY AR A=UF A A= A 
这 说 明 Ye A {1} ;从 而 知 rankC 了 Brank( A)， 但 从 了 的 定 尺 及 知 
tankCY Drankf A ?一 imankf 4)， 南 推 田 rank(7) 一 rankf 4 ;从 
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| 


而 气 定 理 3.1.9 知 
YeA{l, 2} 
最 后 ， 据 42 = A# AU 及 A 二 UH -48 4 可 排出 
AY =U® A ACAF A AF 
=UH AR ACAS DAN A 
UF A AU =(CAUNF (AU) 
这 表明 .AY 是 一 个 Hermite 阵 。 从 而 证 得 Ye A4 {1，2，3} 。 类 羽 
地 推理 过 程 ， 可 证 明 Ze4{11，2，4}》。 
定理 5.1.12(Urguhart) 对 性 一 4eCenxsa ,都 有 
At= A 4 1， 3 
证 明 全 了 一 .40 人 TGF= A， =YA7F， 据 引 理 
3.1.8 可 知人 eA4{1l1， 2}; 另外 ， 还 有 
AX= AY AZ2= .42, XAd=Y AZ A=Y A 
注意 到 .4Z，Y 4 部 是 Hecmite 阵 ,所 以 AX ,XA 也 都 是 Hermite 阵 。 
从 而 征明 了 Xe Al1，2，3，4}。 到 因为 A{1: 2, 3,; 4}= 
{ A+} 是 单元 素 集 合 ， 放生 = 二 A+。 
定理 3.1.4 表 朋 .4tC"m** 的 {1} 一 道 有 无 穷 多 ， 且 秩 可 取 
Lr， mintn， nn) ] 中 的 任 一 整数 。 而 {2}- 逆 的 情况 如 何 呢 ? 
夫 定 区 可 知 ，rank( 4 Jrank( 4) 二 r。 显 热 ， 零 矩阵 OeCnxm 
是 4 的 一 个 { 2 上 - 道 ,说 明 4 的 秩 可 达到 0 另外 ,每 个 40 
是 4 的 一 个 {2】}- 游 ， 甩 rankf401 3) 一 rankf 4) 一 7 ,说明 全 
的 秩 可 达到 > 而 一 般 情 况 下 ， 有 
定理 3.1.13 设 AJeC?*" ，r>0: 则 对 任意 指定 的 属于 [0,r] 
的 正 整数 5s， 一定 存在 入 .eA{2}， 满 足 
rankf 年 ，) 一 8 
证 明 设 久 ueA{l，2}， 则 有 rank( 五 一 raak() 一 ro 
对 飞 " 作 满 秩 分 解 : 
Xu=YZ, YeCaxr ， Ze rx 
则 有 
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YZAYZ=X, AXo=X ,=Y2 
据 引 理 3.1.6 ， 世 全 一 7 ， 7 一 ZX ， 和 区 上 式 两 端 左 委 
人， 有 夏 委 了 和， 秆 得 到 
ZAY=I, 
记 Y ,为 FY 的 前 s 列 构成 的 子 姐 阵 ,Z ,为 2 的 前 s 行 构成 的 子 第 阵 ， 
则 据 Z_.47 二 7 了, 很 容易 广 四 
ZAY ,= 了， 
菩 售 皂 ,一 太 ZeCoxm， 显然 mnk( 和 一 s， 且 有 有 
第。 和 一 24.= 了 ,Zn 一气 


第 二 节 M-P 谤 的 几 种 显 式 表示 


在 第 二 覃 我 们 和 葵 结 出 矩阵 的 皂 种 分 解 式 ， 现 在 我 们 用 爷们 寻 
HE- 逆 的 一 些 显 式 袁 示 。 

定理 3.2.1{(Macduffee ,用 猴 分 解构 造 A+) 设 4sCnxn， 且 
丰满 秩 分 解 .4 = 下，Fre Cexr，GeCrxs， 出 有 

了 + 一 全 天 CF AGT y iFH 

证 明 由 于 了 AG 一 (用 PGGF RFF PF, GG 
泛 基 (CFF 4GF 7 在 让; 全 站 二 GH CFPH AGH FH ， 委 容 
易 验 江 革 满足 Penross 的 四 全 方程 ， 坡 有 有 .44+= 气 。 

推论 3.2.2 在 定 碍 3.2.I 的 假定 下 ， 有 有 

+ 站 上 人 + 二 个 下 【他 他 下 !, Ft=(FH FY iIFN 

定理 3.2.5 说 4eCnx， rm0， 凡 有 下 充分 解 式 


A=U[ Rr 1 Ee” 


各 站 
共 中 ， 扩 为 西陵 ，Ri 旺 正 线 上 三 角 阵 。 则 站 
R71! 0 
二 一 r HH 
4 |[ 0 1 a 
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证 明 ”代入 Petrese 四 个 方程 直接 验证 便 知 。 

推论 3,2.4 谈 4eCmxagfr2D) 有 如 下 的 奇异 值 分 解 
Ss 0 
0 0 
甘 申 人 SS 二 diag(or， Ta， Or 了 这 0 这 之 0 为 本 的 
奇异 慎 。 则 有 


A=0U[ lu 


SS 1 0 
41=F| 0 0 


下 面 考 虑 用 平 正 定 的 Hermite 算 阵 A4F 4 的 谎 分 解 式 给 让 全 
、 的 显 式 表 示 。 设 -47 .4 的 互 异 特征 值 为 4 ，42，… ，。， 则 在 


旺 
在 才 个 正 交 投 影 策 子 ，P Ps myPa 使 得 -40 = 立 和 六， 


jj 


不 难 蝗 证 有 (A440) 二 富村 户 ;， 其 中 


+ EH 六 一 昌 
A7i, A 
定理 3.,2.5 设 -TeCnxn， pi A ny A | 讨 开 怪 
特征 值 二 A? 4 具有 谱 分 解 式 44 4 一 袍 44 户 ;。 则 有 有 
At=(C A AIt AT 
证 明 利用 谱 算 子 PP， 的 性 质 很 容易 验 这 上面 的 .11 满足 
Penroae 的 四 全 方程 ， 留 作 练 司 。 
第 三 节 乍 阵 方程 AXB 一 了 的 
求解 与 广义 逆 的 性 质 
本 节 首 先 用 { 1 }- 逆 讨论 红 脖 方程 AXXB= 思 的 求解 问题， 
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然后 诊 述 各 种 弱 道 的 特性 ， 介 秦 是 要 分 析 为 什么 Peurose 用 这 样本 
个 厂 程 玉 定 多 4+， 莽 则 证 明 弄 eere 道 与 Penrose 邓 是 等 价 的 。 
定理 3.3,1 设 4eCexrr， 盏 ceCpnxa， enx3 。 则 和 抵 阵 方程 
4. 证 二 喇 相 容 的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 40 及 B ‘1 者 有 
AATDB B=D (*) 
且 这 时 的 通 解 为 
HF=ADDBPDYO4Y- A AYBB'! 〔【 本 
其 中 了 e&rxz 旺 性 意 的 。 

证 明 必要 笨 ， 区 革 是 方程 4XB=D 的 一 个 解 ， 则 对 每 个 

有 A404 及 8 人 者 有 
D=AXBPB=AAV AXBBHY P=AA WDB YB 
此 即 证 明子 (* ) 成 立 。 

充分 性 是 显然 的 ; 若 (* ) 成 立 ， 则 取 革 三 4D8' 人 熏 是 
方程 的 和解 ， 从 而 说 明 4XB= 嫩 是 相 容 的 。 

将 CC# 二 由 的 二 代 式 方程 4 下 瑟 = 一 已 的 左 如 拜 利用 (*#)》 玉 
{11} 一 小 的 定 羡 ， 可 推出 等 于 恕 ,说明 半 是 方程 4X 如 二 放 的 解 。 
久 过 来 ， 设 Xo 为 4XB8= 刀 D 的 任 一 解 ， 则 j 自 于 4AXXoB8 一 吕 ， 玖 可 
写 为 

Xo= AD DB + ~- A WDB' 


= AVDBD FR AVAXBBY 
它 相当 于 在 【**) 中 取 7 了 三 斥 v， 放 有 通 解 的 形式 。 

由 上 商定 彝 立 基 可 得 到 

推论 3.35.2 设 AeCG™*r ,eC ， 则 线性 方程 组 Ax 三 8 相 容 
的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 4 和 1 都 有 

AA'1*b=b 
且 这 时 方程 4x 三 5 的 通 解 为 
x= Ap+t(t -A A)y 

其 中 CC "是 尾音 的 。 
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推论 35.5.5 设 4eCrx， Jedft1ly， 则 有 

A{l}={ A 4+Z- A DAZAAD | yAeC"*n)} 

证 明 据 定 义 

A{1} = {XeC"*" | AXA=A} 

和 根据 定理 3.3.1 可 知 ，4 乒 4= 4 的 通 解 为 

着 二 4 十 YYeC"*m 
车 全 了 三 4 十 了， 则 于 式 又 可 写成 
= A ITA AA LAD A AALAND 

一 (十 世人 

上 泓 推论 用 某 一 个 给 定 的 .4 ， 便 给 由 了 集合 .411} 的 全 
部 元 烷 。 

定理 3.35.4 设 4eCnxr，Ceenxnr 则 etl 的 充分 必 
要 条 件 吓 ， 对 记 有 使 x= 和 相 窒 的 be Cm"，x 二 Gb 蕴 为 打 解 。 

证 明 充分 性 ， 设 ajeC" 为 4 的 第 1 个 列 向 量 , 则 方程 4x 二 a; 
肯定 是 相 容 和 的， 并 且 Gau， 为 上 共 一 和 解 ， 即 

-AC = 7=1, 2, "nn 
反而 便 有 
A .A= Aaae a) 一 (GaydGaes AGan ) 
“(arg moar ) 

即 证 明了 Ge 了 E1} 。 

必要 性 : 程 据 捧 论 3.3,2 是 显然 的 ， 

定理 5.5.5(Panroses) 卸 阵 上 力 程 
AE=B， XD=E 
具有 会 共 解 入 的 充分 必要 条 件 是 ， 每 个 方程 都 有 和解 ， 并 且 
-AF=B8D, 

证 明 充分 性: 车 方 牺 4 办 ，XXD= 玉 都 相 容 ， 则 应 
有 A444 人 B=B ， DDD)= 户 。 堵 各， 在 4 五 = 号 的 通 解 
点 一 4 人 有- 了 0 和 由 取 站 三 五 六 ， 恒 有 大 一 4 局 
十 五 五 一 人 全 4 站 和， 这 时 很 容易 验证 XDD= 4'1? BD 
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+EDDI- A EDDD=AD AF4+FE- A AEB=E 
这 说 明 -4 世 一 瑟瑟 基石 一 瑟 有 公 划 解 。 
必要 性 ， 天 4X=B，XXD= 忆 ， 有 公共 解 半 ， 基 应 有 AX DD 
二 尹 总 ，A 六 口 二 AB， 从 而 有 AEB= 二 BD。 
定理 5.3.6 集合 4{11， 3 是 入 阵 方程 
AX= AAT 
汐 解 集 ， 菇 中 4 下 是 A {1 3} 中 的 人 尾 一 元 。 
证 明 当 轩 , 足 4 玉 = AA 人 中 的 解 时 , 即 4X ou=AA4'?， 
如 全 A0A== 4 4 二 4， ， 说明 让 oA 1}; 另 外 ， 
亲人 36 3 是 Hermite 阵 ， 页 4 着 o 亦 是 ， 即 和 osed13 ， 从 而 
证 明了 Xes4f1i1， 3 。 反 之， 营 和 se fi 3 ， 则 有 
37 = ,AE AA 3 一 (总 (AA! 3 了 }# 
= XT A 《人 3 了 天 A 一 和 时， 元 于 
一 (0 一 4 
这 类 明 A{1，3} 中 的 每 个 元 蕴 为 4XY= 13 的 解 。 
根据 定理 3.3.1， 方 程 4 环 = 44.33 的 通 解 为 
和 一 
售 让 二 ZA 1' 3 便 得 到 
推论 535.3.7 这 Acnx 403 dl 3}。 则 
A{ls SE {A tA CC } 
类 似 地 挫 导 寺 程 可 得 到 关于 {1，4} 相应 的 颖 果 : 
定理 3.3.,8 集合 .4{1，41 为 矩阵 方程 
A= A 4) 4 
的 解 集 ， 其 市 4 个 为 4{1， 4} 中 的 任 一 元 。 
推论 535.3.9 广 AeG™*"， A EA{fi, 4}。 则 
A{Ll,;, 4}={A4 4 ZI- AAT’ 了 | ZeGnim } 
请 读者 按 上 还 的 挫 导 汶 法 ,给 山 集 全 4{1,3,4},A4{1,2,3} 
二 TI，2，4 上 的 表达 式 。 
前 面 简 单 地 讨 诊 了 满足 四 个 Penrose 方 程 中 的 茶几 个 方程 的 花 
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广 广 斤 的 转 征 ， 凌 正 地 揭示 由 它们 的 性 质 ， 还 要 在 下 而 甘于 矛盾 
方 各 最 小 二 乘 解 的 讨论 中 。 我 们 先 讨论 44+ 的 性 质 。 
引 理 3.3.10 设 jJeCmxr，A+ 为 了 -PP 广义 道 ， 即 4+ 为 
必 {11， 2，3，4} 中 的 唯一 元 。 则 右 
l. BA)= FAMECO"; 
BAtA) = P(A) = BA EC", 
IAN=AI AtAICG': 
AAADN=A CAAAT CC*, 
证 明 1]， 多 ({ A4A1T) 己 多 (4A) 是 显 然 的 ; wxe. 字 (0 4}， 则 存 
在 tC*， 合 得 x 二 Ay， 故 有 
X= Ay—= AA+tAy=(AANN( AWe BAA+) 
这 表 胃 多 (A}CC .第 (A.A1)。 从 而 证 明了 1 是 成 六 的 。 
2 中 的 第 一 等 式 娄 似 于 1， 用 同样 的 方法 可 证 。 下 而 证 明 其 中 
的 第 二 个 等 式 ， . 宴 (41) 一 .多 (人 ) 。 设 xe 多 (LAH) ， 则 并 在 
Cm， 使 得 x 二 4H y， 邦 
x=AT y=(AATAY y=( /At A AF y 
= At( AAT y)e PEA ) 
这 表明 久 CAF) 己 沉 (A1); 反之 ， 共 xe 多 ( 4+)， 则 在 在 C"， 
使 得 x 一 A4+y， 礁 
Ay ATAATYy={ ATA Aty 
AT (CA Aty)e BCAN ) 
这 中 上 明 . 史 (41)C .BCAF )。 碾 而 还 明了 2 总 成 直 的 。 
3 与 4 的 证 明 ， 贸 作 练 习 。 
引 理 5.5.11 设 4eCmxr A+ 为 李 -P 广 交通。 则 得 
1. BA = A A Y= (At); 
2,. WBCAT = (A) 
证 明 工 . 设 (|:) 表 示 西 空间 C7" 或 GC” 中 的 标 哈 内 积 ， 则 对 
于 AeC"m*" 及 尾音 的 xeC"m 及 wveC"， 都 有 
(AV x|) =uy A x={ AV)" x=(x|Ay) 


| 
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没 xe.f( 4 )， 则 对 一 切 ye C"” 上 式 最 堪 端 黎 于 零 ， 故 据 上 式 最 
右 问 可 知 x 圭 A, 即 xt. 芝 (A4)+ ,这 表明 (4F 7) 己 . 罗 ( 4) 反之 
鞠 xe 多 (A)7， 则 对 一 切 ye C*"， 上 式 的 最 右上 端 必 为 过 ， 故 据 最 左 
端 寺 -- 切 ye" 都 有 ( 42 x|#) 二 0， 特 别 取 y= 二 .4 x 亦 成 下。 从 
而 据 内 积 公 理 的 第 一: 条 ， 恒 得 7 x 二 D0， 这 音 味 着 xe# (A )， 
其 而 证 明了 .多 ( 4) 克 .多 if A )。 红 浊 起 米 ， 恒 证 明了 多 (A)+ 
= CAN }o 
对 于 2 , 亦 可 类 似 的 证 明 。 不 过 ， 从 下 面 的 等 价 关 系 也 很 容易 
挫 出 ， 
中] 和 一 个 和 A 0 Px | F(A ) 
< AN + 
引 理 3.3.12 设 C"= 工 +M。 则 当 玉 =T.+ 时 ，Pz, w 具有 
Hermite 性 ， BPE w= Pr,Mo 反之 亦 然 。 
证 明 据 引 理 3.3.11 有 .#7(A) 二 多 ( A”)+， 上 而 有 
BP wT A (Pru = NM, 
A ADP, w= Rr y=, 


这 表明 
PH,x= Pmt,rt= Pi.m 
定理 3.3.13 设 AeCm"，4+ 为 A 的 村 -请 广 闵 道 。 则 下 列 
条 件 是 等 价 的 : 
1,. AA!+A=/A, AtAAT= A+, {AAT)T = A/At, 
( ATA)F = 4+A; 
A AAt= AF , (A AtA=(AT)® ; 
A TP gg A), HANY ) 


MAP gH ), HA) 
证 明 1 一 2 是 显然 的 ; 现 证 2 一 >1: 首 先 由 A” 441 一 4 7 
可 知 4=(44+)3 1， 及 而 和 便 右 
(CAAT)F =C 41) 有 4 =A 4 并 AA+ 


一 《4 Adt= A A+ 
同样 由 (CAD A+A4 二 CA1)# 可 挫 出 (ATA = 过。 另外 还 可 
推出 
A=( A AAT)S =(AAT)H A=AAtA 
At={C AT)YS AtT A = ATAYT A+= tA + 
1 一 让 3; 因为 /4 4+， 4+4 才 是 宕 等 的 ermite 算 阵 ， 喜 都 尽 
正 交 投影 算 子 : 


+ 一 上 
AA TP gpa), BCAAtY 


MATP gp AtA), BALAY 


得 据 B| 理 3.3.10 及 3.3.11 知 ，. 冤 (4 .4 一 .天 8 1 人， (A A+ 
二 4) ， 当 ( 4+ 4) 二 第 (A4 了 了 )， 名 (4J+A)+! = 二 4°( A) ， 玫 而 
阁 

44 TP op A), HA 人 44) HA). 
反 过 来 据 引 理 3.3.11 知 ， 


Cr 一 .多 (二 hr) CreB( A ) 二 rt) 
都 是 正 交 直 和 分 解 ， 故 投影 算 子 4 4 二 gp( jy， (AF ) 及 


A A—P og( gs )， 1r( 丰 都 是 笑 等 多 » 基 可 挫 出 Penrose 的 前 两 


个 万 程 ; 而 据 引 站 3.3.12 向， 投影 竹子 44+，A+4 也 都 是 
Bermnite 的 ， 从 十 推 片 Penrose 的 后 两 个 方程 ， 即 完 成 3 一 1 的 证 
拓 。 

这 个 定理 证 是 了 Moore 与 Perrose[ 约 让 处 道 尽 等 价 的 ， 都 定 史 了 
唯一 的 4+。 


第 四 节 ， 广义 递 与 矛盾 方程 起 
Ax 一 b 的 求解 


设 AeG™** ,be Cm。 线性 方程 组 .4x 二 5 当 且 仅 当 be. 多 (4) 是 
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祁 容 的 。 上 前 也 放 T11+ -着 给 当 了 上 方程 组 4x 二 Bb 机 容 的 另 一 全 
充分 必要 和 茶 件 孜 通 解 的 表达 式 。 当 本. 守 ( 4A) 时 ,不 存在 任何 xe CC" 
使 得 4x 三 56 成立 ， 所 以 这 上 朵 称 之 为 部 后 方程 。 给 定 了 .4 用 ， 底 
然 对 一 可 xseCe" ， 臧 落 商 抽 
r=b— Ax 
神 不 笑 于 采 ， 准 旋 就 希望 求 一 个 xoeC* 使 得 
6-— Axol =min{ lb- Axl [xe C"} 
共 中 小 ' 上 外 基本 空间 和 "中 的 《由 内 各 诱导 出 的 ) 范 数 。 这 个 x" 就 
是 通常 所 说 的 了 矛盾 方程 的 最 小 二 乘 解 ,在 上 述 意 疼 下 , 当 be (1) 
时 ，x6。 就 是 相 窒 性 方程 的 解 。 因 此 ， 上 渡 最 优化 同 题 的 求解 方法 
适 几 于 对 方程 Ax = 二 8 的 一 般 计 论 , 如 果 我 们 合 yo 二 Axo， y 二 4x， 
划 上 壕 优 化 问题 就 是 求 5 在 名 (1} 上 的 最 佳 到 近 y。; 所 第 一 意 讲 
过 的 :#0 为 了 在 贸 (A) 上 的 最 佳 副 过 的 万 要 条 伯 是 5-yo 上 多 (4)， 
即 由 此 可 推出 最 侍 通 近 的 法 方程 
A Axo= A b 

这 了 出 是 弟 盾 方程 4x= 的 最 小 二 蒋 解 x, 应 该 满足 的 方程 ， 因 此 
也 咱 颁 矛盾 方程 4x = 二 5 的 法 方程 。 下 面 的 定理 将 给 出 4{1,， 3} 
与 矛盾 方程 4x=e 的 最 小 二 乘 解 之 问 的 关 有 矛 。 

定理 3.4.1 设 4eC"", beCn" 任 取 402 eA1{1, 3}， 
而 x 二 A 3b 是 4x=5 的 一 个 最 小 三 冬 解 。 有 反之 ， 如 果 
Ge Cn 寻 一切 be C" 都 使 得 x6o = 二 G5 是 .4x = 二 5 的 一 个 最 小 二 碰 解 ， 
We A{1, 3}6 

证 明 当 Ge A {1 3 时， 有 LGA4=-4 及 (4G)2 = AG， 
过 A A GH 4G， 全 xo 二 G6， 和 独 有 

A Axo= A AGb= A b 

说 明 xo 二 G5 是 满足 dx 三 #8 的 法 广 程 ， 砚 是 4x = 的 一 个 最 小 二 
乘 解 。 

克之 ， 藻 对 每 个 be&"，xo 王 G8 都 满 是 法 办 程 ， 即 A 4GD 
二 A# 65， 订 芭 {AF AG- AR )6==0; 把 4F .AG -A# 视 汐 从 
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Cn 到 C7 的 线 竹 有 鼎 射 , 由 于 be Cm 的 任意 性 ， 知 AF .4G- 45 一 0， 
有 即 47 三 AF 4G。 亦 即 有 = 一 (4G)7 A， 两 端 右 线 人 ,和 恒 有 .4 全 
二 (CAG? AG; 这 表明 .4G 是 一 个 Hermite 阵 ， 即 Ged {3}。 太 
而 据 4 有 = 二 (AG) 4= AG .4 及 知 Ge A{1} ,区 GeAd{1, 3}。 

由 44% ”是 一 个 短 等 的 Hermite 陈 ， 芍 它 足 一 个 正 交 投影 
久子 ， 过 人 人 3 = gt A A 3 + ,但 几 于 
六 (AA0' 3 ) 达 (4), 用 对 (4A 和 六 王 这 (4 LE ， 
ME AAA 3 =f gd), A AS Js 这 样 恒 给 出 ， 

推论 3.4.2 向 量 xotC 7? 为 办 程 Ax==8 扩 最 小 二 他 解 ; 当 社 仅 
2 和 有 


Axo= AA™Y 已 0 人，re 4 
并 且 最 小 二 莱 解 的 通 式 为 

x A'l 3} b+ (fs— Al $7 A 
共 中 4 eA{1i,3}，yeC" 斤 是 任 取 的 。 

从 通 式 可 己 看 出 ， 只 有 -4 是 列 满 和 村 时， 最 小 二 乘 解 地 是 唯一 
的 ， 昌 为 xo 一 CA A 14 。 否 则 ， 恒 有 匹 穷 多 个 景 小 二 乘 
解 。 

引 想 3,4,3 设 AeCm"， he 多 (4)。 则 想 容 性 方程 

本 四 
企 多 (CAF [有 了 唯一 的 解 xo， 匡 它 号 Ax 三 5 的 所 有 解 中 有 具有 最 小 
范 数 者。 

证 明 相 容 性 方程 Ax=b 人 {EB( A ) 上 有 人 解 是 显然 的 : 因 
河中 一 RA ) 十 二 (4 和 一 一 (4 + AA), Exe Cr" 
是 4x = 二 的 一 和 解 ,出 它 有 了 虐 一 的 分 解 

x™Txoty; xotBtAT ), ye ft{ 1) 
战 而 有 
b= Ax= A(xoi+y)= Ax, 
这 表明 xot 和 (A ) 是 .Ax 一 上 的 一 个 解 。 
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说 zze 多 (4) 是 Ax 二 6 的 两 个 解 , 则 首先 有 tu -ve.%(AYN )， 
进而 有 .4-0)== A 一 Av 一 5- 并 一 0， 这 表明 4 -vef{ ， 查 
因 名 (CARD 个 A(A) 二 {0} ， 天 4 -2 二 0， 从 而 证 图 了 Ax 二 6 在 
多 (4 FE 有 了 唯一 的 解 。 

说 4x 三 z 的 通 解 为 

w=xo ty xot BAT ), yef (A) 
则 由 于 xo 上 y， 故 据 始 股 定 理 有 
Hxl2=) xoll:+ yl)? 
这 着 明 ， 除 非 x 王 xo， 短 有 x 上 容 上 x6o 有 上 。 从 而 十 明了 > 二 了 
在 名 ( -人 ?上 的 唯一 解 x 是 它 的 最 小 范 数 解 。 

下 面 移 定理 把 4A 的 了 1,4}- 烛 与 4x 一 8B 的 最 小 范 数 解 联系 起 
来 。 

定理 5.4.4 刘 AeC™n ,peC"m， .414 eA11,4} 。 假 
车 方程 4x 二 5 有 解 { 即 5e .多 (4)) ， 则 xo 二 A 4 5b 是 其 最 小 
范 数 解 -反之 , 攻 GeC" "对 一 切 5e ,多 ( 4A) 都 使 得 x 二 (5 是 Ax 二 6 
的 最 小 范 数 解 ， 则 一 定 有 Ge A{1, 4}。 

证 明 芳 方 和 福利 容 ， 据 拱 论 3.3.2 及 引 理 3.1.7 知 xn 
三 404 是 xx 二 的 解 且 xoe 因 (2 )， 从 而 据 引 理 3.4.3 知 
它 是 -4x 盖 p 的 崔 一 的 最 小 范 数 解 。 

反之， 若 对 一 切 Bt 多 (CA)，x” GTp 都 是 方程 4x 二 gp 的 最 小 范 
数 解 . 则 据 前 在 咯 证 时 :对 指定 的 知 . 字 (4 和 任 取 4 人 人 4T1， 
4 4 是 4x=b 叭 一 的 最 小 范 数 解 ， 夏 而 有 G6 
二 A 现在 让 器 通 康 4 国共 殉 ， 则 得 到 安 床 满足 的 方程 

个 . 4 一 4) A 
皮 而 据 定 理 3.3.8 知 Ce A{1l，4}。 

至 丁 4x 王 8 的 崔 - 的 最 小 范 数 刁 小 二 徘 解 ， 是 与 WW-PP 广 区 
族 有 联系 的 。 

定理 5.4.5(Penrose) 设 .feCm ,peC”m， 则 方程 Ax 二 6 
的 上 所 有 解 或 是 所 有 最 小 二 莱 解 中 ，.A4+5 是 其 中 的 最 小 范 数 解 。 反 
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之 ， 如 单 Ge 忆 "mm 能 能 对 一 切 be C"， 都 使 得 G6 是 4x=b 的 最 小 
范 数 最 小 二 烙 解 ， 则 一 定 有 G=.4+。 

证 明 出 推论 3.4,2 可 知 ，4x 一 5 的 最 小 二 乘 解 即 为 方程 4x 
一 446 5 5 的 解困 此 Ax=b 的 最 示范 数 最 小 一 乘 解 即 为 方 
. 程 4x= AA 5 的 最 小 范 数 解 。 从 而 据 定 理 3.4,4 可 知 ， 这 
个 解 济 

w= 4) AA ll 3) b 

而 所定 理 3,.1,12， A 下 AA 一 At 元 x 三 At。 

友之， 如果 Ge C"*" 对 一 切 be C" 邦 使 得 G5 为 Ax = 二 45 的 最 小 
范 数 景 小 二 莱 解 , 则 据 前 正 的 证 明知 ,对 一 切 beC "都 有 G56= 415， 
计 5 融 取 单 位 矩阵 1 的 各 列 ， 便 证 得 GG = 4+。 

这 个 定理 和 以 前 的 定理 宸 明 了 给 定 方程 4x=b， 内 要 计算 
出 A+，4A41+6 便 给 出 了 方程 的 各 种 意义 下 的 解 。 妈 当 .4x =B 相 容 
时 ，.A4+b 可 末 是 它 的 唯一 和 解 ， 要 末 是 唯一 的 最 小 范 数 解 ; 当 Ax 
二 不 相 管 时 ， .41b 要 来 足 它 的 唯一 最 小 二 陛 解 ， 要 末 是 唯一 的 
景 小 范 数 最 小 二 乘 解 。 所 以 说， 对 -已 广义 道生 把 方程 组 Ax 二 6 
的 求解 问题 ， 从 理论 上 和 方法 上 都 完满 地 解决 了 。 所 以 具体 可 行 
的 计算 .4+ 的 方 染 ， 是 下 -- 步 要 解决 的 主要 问题 。 


第 五 节 ” 几 各 计算 A! 的 方法 


我 们 首先 结 出 A+ 的 Lagrange—Sylvester 公 起 扩 Neumain 展 忒 ， 然 
后 再 葡 单 地 介绍 几 种 i 计算 方法 。 
诬 .4 4 的 非 汐 百 镍 特征 候 为 吕 » oT [| 《7 3 而 A | 的 
最 小 多 最 式 为 
gC4)= F(A- ai 
着 兮 
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9(2)= TT 4- 6,’) 
+ 
汉 设 | 天 -可 ij 的 庶 分 和解 起 为 
494 SE oP, 
1 三 1 


由 对 4 的 任 一 多 项 式 史 4) 都 有 
人 二 A)= So, PP, 
全 于 7 了 有 90 故而 有 
gC AT A}=g;(0; PD, 
由 下 式 可 以 得 芭 
Pi—g(AF AYigi(or:) 


=T (A A-onI)! Tloi?-o,:) 
了 


了 三 请 
又 因为 
。 . 
{ AT A or iP 
故 醒 有 
AT 4 
， TT 4 A- oa):7) 
一 一 上 i 
| 


这 茂 是 所 请 的 4+ | 的 Lagrange-Sylrester 公 式 。 
误 4eCceaxa 的 衣 皇 值 分 解 为 4= 芝 PP ,站 中 


0-[ 。,] 


则 省 
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吧 


其 中 STi= dag Tr or lfro, m0, 1 rr,), SE oy 
定理 3.5,1 (Nenmann) 设 AeCer， og， 0 Uy 六 
共 # 个 奇异 值 ,又 合 c 二 max{ gi? 0225w 0 2)，0 之 a<2/c 。 则 
Neumann 展 式 a aA 4)* .AH 脾 煞 千 ,11， 
证 明 因为 4 A=FFD# DrR 其 中 
SS? 0 : 
| 


Dp" P= | 0 


收 有 

(Cf -aAT AN*=V -aD DYey i 

tf- oad A AF =y eatT ~- oDE DH EH 
很 显然 一 ww ZT -a DYDF 为 烤 角 阵 ， 扩 有 生 基 DD# 和 的 对 


骨 元 为 寄 时 ,V 的 相应 的 对 角 元 也 为 用 , 币 DD# 的 对 角 元 为 0;| 时 ， 
环 的 相应 的 对 角 苑 为 


4 Bl- aor)to eo 
这 表明 入 = 已 +， 有 从 币 证 骨 了 定理 3,5.1。 
依 得 法 意 的 是 ， 当 4eCyxr 时 ;a ST-a4” A A 
就 奈 4 1 的 Neumann 屡 式 。 
推论 3.5.2 在 定理 3.5.1 的 条 件 下 ， 还 有 
LA )* 
证 明 ”根据 定理 3.5 ,1 有 
(4 Jt=aD (laAAr )*4 
走 有 有 
入 =[CL HI a SAL -aAA Yt 
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定理 3.5,3 (Neumann-Eujer 展 示 ) 在 定理 3.5.1 的 条 件 
下 ; 设 
A't+=a{[i+(T -od DIT LI -A AF* J}AB 
则 


(1 eo) 


| At+— A:.+ 1 < max - 可 “一 
共 中 人 答 阵 形 的 范 数 定义 为 
二 wax { WW 4 |; 为 MH MM 的 特征 值 } 
证 明 要 据 FEuler 恒 等 式 
(1+AONM (I++ = Txt 
由 二 1 点 
我 们 考 赛 


A+— At =@ BH (IT -a As A).AS 


中 守 芋 六 


a -aD DD UR 
上 = 


则 有 
1 4- A adr -aDs DDR Uni 
凸 二 加 


eol) 
= max o, 


推论 53.5.4 在 定 弄 3.5.1 的 条 件 下 ， 设 


ri 
Apt=aAs {[I+(I-aAA*)] 机 [7+(7 


一 区 4 )2 ]} 
则 有 
_ 和 
上 .44 -4 < 一 
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根据 4+ 的 Neumann 有 展 式 ， 可 及 索 虑 计算 4+ 的 这 代 方 法 ,是 
的 号 给 出 一 个 收 襄 于 A+ 的 矩阵 序列 半 革 。 。 选 代 过 程 的 收 仇 速 
座 取 决 于 相应 的 残 差 序列 ; 

Re=P ga), SAN) -AX,， 尺 一 个 ， 工 ,2 


当 二 一 全 44+ 时 ， 员 一 >0。 对 于 这 一 夺 代 过 程 ， 要 求 存 在 一 个 
正 整 数 p ， 使 得 对 满 是 上 48 和 亏 上 4 用 帮 趾 的 任 一 种 范 数 都 
有 
| Rasrs df CN RR? R=0, 1, 2, 
设想 递 扒 关系 为 
Kati tO k=0, 1, 2, 1 (Ce) 

其 中 {Cs} 是 某 一 适当 的 算 阵 序列 ， 革 ,为 待定 的 初 慎 。 用 上 式 
来 计算 .4+ 碰 到 的 第 一 个 围歼 是 要 给 出 忆 ;， 而 计算 Ri 及 需要 计算 
PacA), FAR Y 它 与 计算 4+ 几乎 有 相同 的 工作 量 ， 所 以 
递 推 关系 式 〈〔* ) 看 来 是 不 能 使 用 的 。 为 克服 这 一 困难 ， 可 通过 
选择 适当 的 C* 来 解 块 。 井 取 


CsCl gn), SAF }’ A=0， 1, =": 
则 有 | 

Cul Cs (Paca), HCAY ) AY) 

CT AX,) 
因而 式 (* ) 可 改写 为 

ti 二 OT E=O0, Ty re (二 ) 

共 中 

一 R=0， 1 -2 


营 Ae Cm ， 由 ( * ) 及 ( * =) 给 出 的 选 代 算 法 适用 于 mn 的 
情形 ， 因 为 这 时 的 及 ;与 7 都 是 mx zm 阶 方 阵 。 可 是 ， 在 m 汪 nn 的 
情况 下 可 使 用 其 对 傅 的 形式 : 
关中 人 ti 二 Cr 
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Ri=Pgp( aAn), HAY 六 人 
而 如 不 二 0， 1，-…， 为 适当 选取 的 序列 ， 且 满足 
Ce 一 已 (人 SA CS? 二 0， ll; 
虐 而 可 将 t * )' 改 号 成 
室 j1 二 证 4 十 这 ， 二 0， 1 (下 中) 


TA; hk-—0, 1 
事实 上 ， 人 ;是 nxn 的 短 阵 ， 因而 当 w 交 nn 时， 这 种 选 代 算法 上 比 前 
一 种 要 好 。 下 面 仅 就 C* ) 或 (*# *# ) 给 出 的 和 记 代 序列 进行 过 论 ,不 过 
结论 也 适用 于 ( * ) 7 或 (77 所 络 出 的 选 代 译 列 。 
定理 5.5.5 设 0s4eCr"a ， 初 值 全 及 残 盖 尺 " 分 别 满足 二 ， 
二 AR BoA8H 与 PP( 尼 < 1，DoeCnxa 为 某 一 拭 阵 ，P) 表示 
丑 : 的 讲 半 径 ， 即 max | (如 os。 则 诺 列 


tl (本本 本 
= + AAR) ER=0, 1, «** 
当 & 一 ce 时 收 艇 于 4+, 相 应 的 残 差 对 任意 相 容 范 数 《〈 即 用 2 中 
之 儿 4 外 站 瑟 用 被 满足 的 范 数 ) 满足 
Rr Ro Rs), R=0, 1,* 
证 明 上 面 的 计算 序列 是 在 《* #) 中 取 Ci 二 人 ts (k=0， 
1 ，…) 而 得 到 的 。 据 下 一 A BoA 可 知 
XoP 


式 中 


BAY, VAN 4 
= A Bo AAt A = A BoAr = 大, 
即 潢 足 条 件 Ca CD gd), CAFR) 研 可 将 (* *) 殿 写 
为 
Xti= + oR 


A AP gn, HAN AY) 


R=0s 1 
由 此 怪 求 得 残 差 
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Rit gg), .Am 本 二 ) 一 4 省 dt 
= Pg 和 和， 所 ) -44 
= AXoR, 
= gg( 4), SAN js A oR 
= Pos k=0,1,*: 


显然 可 推出 
Rti= Rory == Rt 


具 而 对 于 任意 的 相 容 护 阵 范 数 有 
i Rar fai Rs i + 
出 慨 设 策 件 pt 尺 0) 二 1， 可 即 | Riti 由 一 >0， 即 


了 下面 再 证 (4* * ) 中 的 序列 是 收获 的 ， 将 (* *# ) 改 守成 
A 二 
赋 式 邵 4+i 一 内 o + 订 得 
必 AHi 二 站 十 二 加 于 1 
二 和 发 和 1 十 天 6 尼 0 十 有 卫生 1 
十 二) 


出 于 上 ROJO<1, 故 序列 所 + 有 收 仇 于 某 个 大 。 鹤 下 来 的 是 要 证 明 
六 二 可。 前 面 已 证 明 4X 3P gg( 人， HAF } 时 亦 即 AX 


一 8(4)， .CR )” 因 此 便 知人 cA { 1，3  。 根据 拉 
二 A PoAN 及 jit 二 太 十 六 1T- AX， ) 可 推 得 于， 


:= AH BEAT ，BreCm*"， 从 而 有 
X=limXs -AT BA , BeC"*", 
上 + 
这 拌 便 很 容易 挫 得 
A AX= (4 下) 下 (ANA = AF 
XXRA=ABT AXYA=ABN 4 二 生生 
因而 说 归于 满足 衬 理 3.3.13 中 的 2, 敲 大 一 4+。 
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上 迹 定 理 缩 册 的 选 代 算 靶 的 监 黎 速 度 是 一 阶 的 ， 下 面 给 出 一 
个 (之 2) 阶 的 选 代 算 兴 。 
定理 3.5.6 在 定理 3.5.5 的 条 件 下 ， 对 什 一 整数 p 宇 2 ， 当 
一 co 时 序列 
1) 
= 《十 
二 (7 AX,)r !] 
路 化 于 4+， 荐 县 相应 的 残 差 序列 满足 
Riri Rll®s k=0, 1, 
证 明 只 要 在 (* *) 中 取 
CH= + 
便 可 得 到 本 定理 给 出 的 迭代 序列 . 据 初 值 条 件 革 ,一 A BoA7 及 
选 筷 关系 式 可 知 开 二 AF BAF ，BetC™*， 因而 据 C ;的 表达 
式 知 给 出 的 序列 满足 
人 一 三 5 天 


AY, IFA ) 
类 似 于 定理 3.5.5 的 推导 ， 可 得 

Kri—= T+ Rt Res+ et Ri~!) 
从 而 有 


Rati = Pg A4), IFAT ] 一 AXati 
Po, HAF) AXall +t Ret he) 
= Ri AX(Rt Rt+ ft 7) 
由 于 对 所 有 的 7=1,2，，…,p -1 都 有 
Ri AXiREi= Pg 4), A (CAF J AX RS 
= Re 了 一 部 Ri 
因此 前 式 习 可 写 为 
本 51 一 配 且 
从 而 有 朋 丙 sr 和 去 明 吕 用 "。 定 理 其 余部 分 的 证 明 与 定理 3.5.5 
相同 ， 收 覆 。 
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前 面 二 种 求解 4+ 的 选 代 算 活 有 如 下 关系 ， 

定理 3.5.7 刘 0 挟 4eCm” ， 由 省 理 3.5.5 给 出 的 选 代 序 列 
长 学 与 定理 3.5.6 给 出 的 选 代 序列 二 广 ! 上 在 同样 的 初 娩 条 件 
这 ,之 下 ， 虽 收 合 于 同一 极限 A+， 担 是 在 有 限 次 通 近 之 间 在 在 如 
下 英 尖 : 


是 8 一 卸 
六 一定 (了 二 和 十 于 二 人 
1 一 - AF;; 了 一 0， lyse 
证 ;二 让 pi_1， j=0: 1,， 


证 明 对 i 有 淋 取 归纳 法 证 朋 。 当 7=0 时 ， 攻 对 式 廊 ;二 站 pj 1 
显然 成 立成 。 误 京 ; 王 半 pi 成 立 ， 来 还 表 守 Ji = 十 or+t_i 世 成 
二 。 由 于 

X= + Ro Rt + REY 
青 据 归 纳 假 设 旦 ; 二 革 j1_1， 便 吓 扒 得 


人 ;= (T+ Ret RE i Ro’:) 
只 而 定理 3.5.6 中 的 选 代 序列 串 注 成 
议 ji 二 人 BRR 


由 此 即 得 
RP gn), HAF )- AX 
TP gM), HA YANsi! 
= Rei 一 中 六 
最 后 便 有 


jt = T+ RE + PEtit 二 而 Ko- 了) 
AIH Rt tt Ro Tl) (f+ RP + 
+ Ra? ) 


了 十 了 


=XuT+ Rt + RE 


= Xiti_y 
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上 述 定 理 表 明 ,用 (* * #) 经 ; 演 夺 代 所 得 到 的 44+ 的 近似 责 
达 立 /用 (* # * ) 的 算法 线 pi 一 1 次 才能 得 到 ,然而 也 不 难 发 更 ， 
Ct 的 每 次 选 代 所 需要 的 让 算 报 比 (# # #) 概 多。 所 以 在 
实际 应 用 中 就 要 考虑 选择 适当 的 阶 次 p， 使 计算 曼 最 小 。 

下 面 讨论 广 妆 道 的 另 一 种 计算 方法 ， 也 就 是 Greville 方 泊 ， 尼 
是 一 种 有 限 次 的 雍 惟 算法 。 为 此 ， 阁 先 引入 下面 的 符号 ，: 5 为 分 
块 扎 阵 

A = dd 2 3， "ry 
其 中 必 为 才 的 第 六 测 ， 且 合 
a= A gps R=2, 3 sh 
CR 一 Ed 
一 Gd 


Pg) IEA, Yon 


= AP (Da 


Rs 
定理 53.5.8 (Greyvjjje) 设 4eCrea ， 则 -4802<Rccn) 的 
Winonrs-Dnenrnose 上 广汉 入 为 


AF db 
pe 的 站 ] 


por 了 
二 
i -| ct, Ca 
(lt dd) ld A, cs= 0 


注意 ， 老 css=0 有. c= 二 0， 则 由 及 己 的 定 交 可 知 as 一 0， 天 有 忆 
Du 一 0， 这 显然 是 预期 的 结果 。 
证 明 现 将 省 一 [410sd1 概 设 为 下 面 的 分 块 形式 


‘=[ Bs ] 
“ 如 
Di 


其 下 bh 为 Jat 的 第 kh 行 。 将 4% 与 < 后 相 琵 可 得 
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Fe 
由 4% 的 分 抉 表示 及 5 引 | 理 3.3.10， 便 知 
VOM EHS IIOACAP Y= 人) 
= (A A) 
时 于 AAPL, ww 二 过 当 且 人 瓜 当 -0 和 ， 鼓 有 
4 一 1 
此 人 外， 再 由 中 下 3.3.10 可 知 
BAF = HAL ) 
用 A 计 A4t 风 分 抉 尖 示 ， 我 们 可 瓜 得 
CCBA )}= BA =) 
及 由 于 Pir, yw 4 十 当 也 仅 当 . 鹤 (040 过世 ， 朴 仑 
A 1 Bs Bs 
把 起. 人 二 .1B Tasb# 的 两 端 左 乘 以 .入 -1 使 得 
A Bit AF_yasbt 
= Bt darby 
故 有 
[了 = 人 本 ] 
该 式 中 的 8 是 待定 向 曼 。 下 面 就 di 是 省 沙 在 各 CC 4s;) 忠 ， 也 
就 是 视 c。 是 否 为 替 米 和 以 讨论 。 
若 cs 半 0， 利 用 如 二 A_ ~ dab# ， 异 可 得 到 
A = A Bot arbt 
A A (as — A da dby 
Cab 
各 二. 我 基本 Hermite 性 ， 故 cs58 也 有 共有 Hermite 性 ,因此 应 和 有 
bi = dcr 
忒 中 的 5 为 闫 一 实数 。 再 根据 .4 的 分 块 表示 及 ch 的 定义 订 得 
a= ds ARAs—=L Ar 1 end As ds— Cs 
+ (CBF anycs] 
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将 该 式 再 与 4 三 [diex] 比较 ， 特 别 是 最 后 一 列 ， 醒 得 到 
boss 一 1， 因为 cs 拓 0。 疼 且 还 有 


一 后 二 区 CO 一 Go 
1 = pn Cs QA = Oak Pp 4 是 ， 1 )* 


= Gu P? pA ), P(A ck Cn 
上 故 有 
bi 一 Geg =ef /cf ec 一 
埠 c, = 二 0， 据 CE 的 定居 诸 ait. 冤 (4;_:】， 因 而 P(A) 
二 妆 (441)。 田 汇 的 行 分 块 及 引 理 3.3,10 可 因 
HE OA CAT SA CAP =I {A = A ) 


| 一 1 At_1) 


因此 有 
bi A 1 A = 
再 根据 . 
区 — db 
t= dad] ， CAs ard =[ 本 上 
可 得 


4 和 
ph Ari & 
这 中 性 三 68 es 为 某 一 实 标 景 ， 国 为 它 是 TIernnite 担 阵 4 4 的 对 角 
元 ,同时 据 .和 4 部 Hermite 性 还 有 8 总 二 1 一 (1 - QaYdH 。 内 而 得 到 
EF =bF Ar A i=(1 -ad A 
a=pi as={l—- oa}dF A _as—=(l cea 
上 人 式 两 端 同 时 加 上 (1 - a)， 人 恒 有 
(1 -all+t+dr 人 一 二 
l-a=(1itadF ds).! 
这 样 价 最 后 证 明了 
bF =(1- edF At-i=(l+adF dr) td Ai 
在 实用 有 时， 多 数 情 况 不 是 计算 41 本 身 ， 而 是 结合 某 一 ye CG" 


4t4,=[ 
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计算 A4ty。 根 据 Greville 的 方法 可 以 这 样 解决 ， 令 
A=[LA i 
则 据 Grevitle 关 于 .4 的 递 扒 公 式 有 
At_1 A dpbt A ] 
pi A 
另外 再 比较 cx = Aias 与 人 -和 =[ 4 二 -44 知 d 是 
4 1 了 的 第 & 列 ，R 一 2 ，3，…9。 困 此 ， 为 得 到 4+_1 下 ， 只 要 
求 得 bE 了 就 驶 了。 很 显然 ， 当 cs 一 0 村 ， 由 Groviile 的 公式 知 
pf A={1+t de de) dt at 4 
而 当 cy 忆 0 了 时， 有 
bt A=(ceF cs) cg A 
式 中 cH 的 第 5s 列 (5 二 1，2，…) 就 是 cf a，， 而 在 定 炎 的 c# 
a 一 和 ， 便 得 到 


人 H + 
CR CCRCE ORT OF L110 


A4134=[ 


ns I HH + 
CE dan — tak 一 人 妇 下 A AF A A a 


一 Ce 


这 表明 ，p 本 的 第 * 个 分 量 就 是 c 丰 asyce 息 ar， s=1, 2， eile 
用 Greville 上 注 法 计算 第 阵 的 六 逆 ， 症 每 次 递 瓜 时 加 进 一 列 。 

这 种 上 法 在 茜 些 情况 下 是 方 全 的。 例如 在 最 小 二 奢 意 多 下 ， 用 多 

项 式 

来 允 近 给 定 的 实数 y(1)， 也 就 是 确定 {xj; } ， 使 得 在 给 定 的 六 个 

点 C51) 《fz Va); 《1m yn) 上 误差 


加 工 了 多 
(2 


2 
> Xt ) Xe 
车 iEy= Cy Yay=ti tt, H 


J 


- 
A 二 + = [oma pr 


\ m1 ma mk+i 2 

加 上 壕 癌 题 妇 结 为 确定 #8(e) 及 x 二 (xo，*…，xs)t 民 *141 使 得 

| Asrix -yi Se 
稻 握 形 ~-PP 广 世道 的 性 质 就 可 知道 x 二 A4445 使 欧 氏 范 数 Ant1x 
-#4 达到 极 小 。 如 果 在 给 定 s 的 情况 下 仍 有 

i ArtriA ry | 8 
则 只 有 通过 提高 多 项 式 的 奖 数 k& 才 能 解决 ,这 轩 对 A441 一 [ Apt， 
asfrs] 来 重复 上 述 的 订 算 过 程 , 其 中 ar 一 (直下 和 ee) 
如 果 还 不 行 ， 则 继续 下 去 ， 划 到 满 是 为 止 。 这 就 体 更 了 Greville 
片 法 的 特点。 不过， 在 基 些 情况 下 ， 上 述 的 Greyinke 方 法 不 好 直接 
使 月 ， 所 以 有 人 买 研究 了 -- 秋 对 个 的 形式 。 例 如 在 参数 的 最 小 二 
梯 人 生计 中， 常会 过 到 求解 下 下方 程 组 的 问题 : 


加 


2 ai ix 一 9 i=], 2. ,kk-1 
fT-1 


共 煞 洁 然 是 二 .A4#_18。 式 中 用 
X= ar es wn) Ts Wp We rs HT 
A (ary) 


如 果 现 滑 数 据 出 诛 求 的 -1 个 一 加 到 上 全 时， 和 应 的 姚 阵 有 4 用 
RR ， 邯 所 阵 增加 了 一 行 而 不 是 一 


列 。 这 时 为 求 4 就 必须 条 用 弓 天 这 方法 对 们 的 形式 。 为 此 ， 命 
.kt ， 、， 
44=| a | dr ei 
类 和 但 的 定义 


dF 一 ee 名 Ak 
ci =a ~ dh ps 
到 对 圭 而 的 -二 的 分 块 表 示 取 共 恩 转 荡 得 
4 和 一 [4 世 a] 
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再 应 用 定理 3.5.8 便 可 得 到 
At=[ Ak1 一 bsdt ba 
其 中 
b -全 ouss0 
【十 过 和 cd 
这 民 是 定理 3.5.8 的 对 倘 形 式 。 畦 别 是 对 纵 定 的 yeaege” 珊 要 计 
和 二 ey ， 而 不 是 .和 柜 本 身 ， 则 类 但 地 有 :对 2# co 分 丰 


于 人 一 1 1 
ky 一 | 


于 
里 .全 
ey EAN ery Bei) TT ARI 
则 | 有 


:一 站 4 rr 
EL 


其 中 本 由 前 面 的 式 子 络 周 。 


第 六 节 广义 记 的 应 用 举例 


本 匠 给 出 一 些 产 义 族 的 应 用 例 王 ， 硫 说 表 宪 的 在 败 性 。 

例 ”在 求解 正 线 狂 方 程 组 中 的 -个 左 用 。 

这 里 芜 介绍 {2}~- 逆 的 一 个 应 用 ， 内 为 在 前 面 很 少 提 到 
{2} -省 的 作用 。 设 非 线 性 方程 组 为 

fans Wes my Xa)=0r f=1, By ry Ht 

i 记 x wa oo vv)TER3 T=, fers 7 
则 上 上述 方 程 组 可 简 记 为 了 (x)=0。 解 非 线 注 玉 程 组 (x)=0 的 
一 个 常用 五 法 是 Newton 法 。 当 mm 二 pl 村 有 
TRFiy es) -Li'(Cxesy Din Cx ea) Rh=0: 1 
此 中 thy 表示 % = 一 (xl Ee x 7 了 汐 第 上 六 选 代 值 而 x oy Ea 
示人 知 王 秆 ， 人 x 6 我 有 Pr) 4 的 一 阶 导 数 ， 汤 是 一 个 
Jacobi 和 矩阵 
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-1 af; 1 
PF’'(xe,y) =[ 己 二 - 
| 


有 时 为 简 音 起 见 ， 载 脆 上 耻 万 7 [只 | )= E(x co Yo 

在 果 瑟 (xc ) 不 能 保证 对 每 个 R= 二 0，1，… 都 是 莫 奇 异 的 ， 
或 者 方程 的 个 数 避 不 等 未 弗 数 的 个 数 4， 努 (xe)》 不 是 方 
阵 ， 上 面 和 的 Newton 选 代 程 序 就 不 能 使 用 。 这 时 自然 会 想到 用 所 阵 
玉 必 x) ) 的 广 半 首 来 处 理 ， 到 构造 一 个 股 镍 到 解 x 的 选 代 序列 
{ xe 上。 这 里 采用 的 是 与 向 量 相 容 的 短 阵 范 数 ( 见 第 四 章 第 一 


区》 用， 玫 。 基 定 针 宏 闻 CC" 中 入 玉 x co) 为 球 属 ， 以" 为 补 径 的 开 
和 闭 球 如 下 ， 


Blxeoys r)= {xeC" | Hx -x <r} 
Bix r)= {xeC {lx x (rr} 
则 有 下 法 结 途 。 
定理 5.6.1 设 已 :Bt fr 一 >C” 是 一 个 映射 ， 其 中 
xyvort 人 "rm0i 存在 de Te neo0r 65>0， 使 得 
对 和 任意 的 #8 ，oe BCx co ; ?都 满足 
1， FGO- FO AAC -oeHu-vll, 
2, TAT=Y, 
3. el TH =<1, 
4. FCxeo} ll- or, 
则 选 代 序列 
二 
-一定 收 化 于 满足 
人 
的 点 
Xu BEX co 7) 
证 明 首 玩 锯条 件 1 订 推 册 帅 射 玉 是 连续 和 的， 因为 有 
BF) -FA te -vl 
如 杂 我 们 龙 鲍 证明 不 等 式 
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xestiy — x en | Sl- Sr, R=0, 1 2, ~ 
则 立即 据 5<<1 知 x06) } 是 一 个 Cauchy 序 列 ， 由 于 CGC” 是 完备 的 
寄 间 ， 从 而 扒 知 它 是 收 锅 的 ， 不 妨 设 limx 0, 一 xaEeC" o 和 而 据 


?F(x ) 的 连续 性 (在 开 球 BCx to); rr) 上 )， 则 有 
TF(x#)—=T Pinxe -limT F(x) 


= lim(xearsy ~ x er )=0 
中 二 加 


据 乃 定 证 明了 的 和 不等式 还 可 推出 
| 于 L 一 ME 1 
| 


+ 上 xcsiy — x es + + hae -Xe 
EF 1 6601- 64)r 
2=0 


这 吉明 x eye B(x ey} ry 1 R=O, ls, 2, es 对 上 而 不 等 式 
关于 hk 一 了 疗 co 求 极限 ， 刹 有 
| | x#— Xe < 
即 证 明了 xzt 译 (x 06)! rr)》。 到 此 证 明了 定理 中 的 至 部 结 褒 。 留 
下 来 的 是 要 证 明 不 等 式 对 一 团 衣 成 立 。 现 在 用 归纳 法 证 之 。 首 先 
根据 条 件 4 有 
x -axel = -TF FCr ey) 1 
1- 6)r 
这 表明 上 =0 时 不 等 式 成 并 。 现 假定 对 ~ 1 也 成 普 ， 县 有 
1x ee — xeon | 1- 6)r 
我 们 求证 对 站 也是 成 并 的 ; 
第 x es+ro — x | Ol- 6)r 
因为 
XAtiy — Xe = — F(x ey) 
一 —- THF(xe iTLFOxeo Exceliy 7] 
= 了 [4(xe xe) Fxem)+rx ei) 


人 181 ~ 


上 面 其 后 一 个 等 式 用 了 选 代 美 系 式 及 条 件 2 。 对 上 面 等 式 两 端 再 
取 范 数 关 利用 条 件 1 及 3 和 归纳 假设 ， 俩 有 所 窝 要 的 不 刍 式 ， 
xeariss — xe fel TH FC ee} -F(x ees) 
— A({x ey ~ x rs-1’ ) 
Tel wey- xen 
=6 | xe — xea-s 
< — 6)r 
痰 于 这 个 定理 有 几 点 说 明 : 
1. 如果 我 们 考虑 的 遥 射 严 ， 有 有 4eC” "存在 全 
i NF Ce- de 
4 iu-wll 
则 称 天 在 z 是 Ffechet 可 微 的 , 且 称 4 是 五 在 2 的 Ffcchet 导 数 。 训 
以 看 出 ， 前 面 定 梨 中 的 .4 是 一 个 近似 的 导数 ， 因 为 井 没 有 要 求 定 
理 中 的 下 是 Ffechet 可 微 的 0 
2， 进 代 序 研 卫 xc } 的 极限 xx 只 是 说 为 方程 (x) 一 0 
的 一 个 解 ， 才 没有 肠 首 它 是 下 Cx)==0 的 解 。 在 ?是 列 满 秩 的 情 
党， TFR(x)=0 与 F(x) 二 0 刍 价 ， 这 时 x3 便 是 F(x)=0 的 解 。 
由 于 了 是 4 的 {2} -省 ， 它 的 秩 介 王 者 和 rank( 4) 之 间 , 所 以 xx 完 
葛 在 多 大 的 程 诬 圭 可 作为 Fx)==0 的 解 ， 攻 决 于 {2}- 道 T 的 牧 
和 其 它 的 特征 。 最 坏 的 选择 是 人 =0， 这 上 时 得 一 个 超 什 >， 都 足 
万 程 了 到 (x) 一 0 的 解 ， 厦 旦 达 伦 过 程 在 yoy 处 停止 。 
3. 对 于 YY 半 0， 和 条件 4 表明 x 0; 和 作为 请 x=0 的 近 俱 解 误 凌 
办 为 


=0 


| F(x ) < 
4， 和 值得 注意 的 是 条 件 1 只 要 对 满足 # - ve 这 (了 7) 的 4#，5 成 并 
就 能 了 ， 且 造 伐 序列 fx ce 上} 的 极限 
Xe Bx ; rN {xot P(r)} 
二 此 可 以 有 
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推论 35.6.2 设 F: B(x oy r) 一 Cm 是 一 个 映射 ， 基 中 

x tC" ,rm0, F060， n>0。 若 对 任 穴 的 xe B(x 60017) 
拖 阵 

4 人 ma 了 Ca 
对 所 有 的 1H ， Ue BCx eco); r) 都 满 忌 

FODY~ FOU) A eu-ol 

人 de 一 了 

上 【7 一 (有 

a Tu -nd<1 

7 Fx ) | <1 — 6)r 


Coy 
财 选 找 序 列 
Kip Xn Te FOX) R=0, ly > 
一 定 腔 雍 于 满足 
Tu (x)=0 
的 
xat Blxeoy; 7) 
证 明 ”与 定理 3.6.1 类 似 , 膨 。 
例 在 线性 规划 中 的 一 个 应 用 。 
现在 介绍 { 1 上- 道 在 区 和 闪 线 性 规划 中 的 一 个 应 用 。 我 们 把 线 
性 规划 问题 
max 《ec7xlaS dxr 呈 5) (*) 
中 人 黎 区 间 线 性 规划 , 芭 冯 边 约束 线性 规划 。 基 中 a ,be R", ce R"， 
At Rm"*"。 任何 一 个 具有 在 界 约 束 的 线性 规划 都 可 以 号 成 这 种 形 
式 。 下 边 仅 谣 4t RR** "的 特殊 情形 讨论 ,并 用 .A4 的 {1} 一 逆 给 出 最 
优 解 。 当 然 ， 对 一 般 的 情况 也 可 给 出 结 洽 。 为 此 ， 当 集合 
F= {xtR"lac AxEb} A 
时， 称 问 题 (* ) 是 相 容 的 ， 并 把 己 中 的 每 一 个 元 党 都 时 做 问题 
《*# ) 的 可 行 解 。 如 果 还 满足 
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max {crx|xer} < 
则 又 称 问题 (* ) 是 有 界 的 。 这 时 问题 {* ) 的 最 优 解 就 是 满足 
Txo—=max{cix|xtr} 
的 可 行 解 xo。 下 面 引 型 赂 明 , 问 题 (* ) 的 有 界 性 等 价 于 ce 罗 ( 人) 
引 理 3.6.3 ” 相 容 的 【 即 关 sg) 区 间 规 划 ( * ) 是 有 界 的 ， 当 
且 仅 当 ce 多 ( A477)。 
证 明 如果 我 们 在 线性 空间 中 把 子 集 的 相 加 定义 为 4 十 召 
二 {a+blae 4， be 如} ， 则 问题 C* 中 的 玉 = 上 十 LA)， 达 是 
很 显然 的 。 因 此 有 
max {cTx|xeF =omax {eTx|xeF +A AY} 
一 max { (PP 


它 


(4 人 

trCA), H(AT) cxIxeF iA (CA) } 
一 max {cP gy AT), .fr 人 x|xeF} 

tmax {ciTx|xe rt A)} 


而 办 为 


max {OP gp 47) SA EP} 


=max { crT At Ax lao Arb} 
是 有 限 的 ,所 以 ,max {c7x1xe 下 } 是 有 限 的 当 且 仅 当 max {eTx | 
xsA(A)} 是 有 限 的 。 时 然 有 
max {cecTx| xe fC A) >ece f(A) 
为 了 表述 抱石 便 ， 定 六 由 射 
人 Rnx RnxR= 一 全 只 ” 
nn os Wn= 1 Na NW) 


其 中 一 (pa VD Ua) wi 


my 
Hi wD 
"| Ui Zi 站 
hi 二 1- 一 04 
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也 就 是 说 ，75 的 第 i 个 分 量 的 取 筷 到 决 于 ww ;的 第 i 个 分 是 的 正 负 。 
车 包 的 蘑 个 分 量 等 十 零 肝 ， 则 的 于 应 分 量 可 以 取 以 4,V 对 应 分 量 
为 端点 的 区 间 上 的 任 一 点 。 王 醒 的 定 吏 便 给 出 了 当 - 了 4 为 行 满 秩 时 
的 问题 ( * ?的 本 部 最 优 解 。 
定理 3.6.4 车 问题 (* ) 是 相 容 且 有 界 的 ， 而 .4 及 是 行 满 秩 
的 ，A4' 表示 A 的 征 一 {1} -着 ， 则 人 (* ) 的 最 优 解 的 通 式 为 
x=AD no, b, A Tc)+ys Vyef (CA) 
证 明 由 于 AteR"m* 有 rank( A) 一 m， 政史 (AA) 一 Rm"。 因 此 ， 
任 给 ue Rm"， 都 有 #4 二 .Ax， 从 而 满足 读 等 式 的 x 都 可 震 示 为 
x=A‘DVuty, ye (A) 
将 读 式 我 大 mnz {cx lo 所 Ax 所} 之 中 ， 并 注意 c.Ly， 则 有 笑 价 
的 表 元 
max {cr A nlan<b} 
一 max {CA TT an 让 
由 此 很 容易 看 出 它 的 最 优 解 为 
下 一 Ta 用， A To) 
再 代 回 x 的 表达 式 ， 便 得 到 
一 408， 有 .40Tc) 一 1 是 or 4) 
例 碍 控制 理论 的 极点 配置 方面 的 应 用 ， 在 多 变量 控制 论 理 


中， 有 一 个 重要 的 问题 是 利用 线性 状态 反馈 或 输出 反馈 来 配置 闲 


环 系 统 的 极点 ， 使 之 具有 预先 指定 的 特征 值 集合 。 除 非 是 单 输 式 
系统 ,否则 仅 措 定 所 和 球 的 特征 值 着 不 能 唯一 地 确定 一 个 闭环 系统 。 
这 种 不 唯一 性 使 得 状态 /输出 反馈 在 配置 了 特征 值 的 同时 ,可 以 在 
某 一 个 集合 内 自由 地 选取 特征 向 晨 。 
现在 来 看 线性 时 不 变 和 多 变量 系统 
= Ax+ Bu 
y= x 
的 输出 及 锁 和 问题, 共 中 Ae Rr*", BeRs*m,CeRi*s ,v=(xi(t); 
tft) 7 我 们 希望 通过 
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pp 


输出 反馈 使 得 系统 具有 指定 的 闭环 特征 值 与 特征 向 是 集合 ， 
{A 4 
其 中 4eCsiec" 1T<a<no 所谓 慰 征 值 -特征 向 量 可 配置 的 自 
念 ， 束 足 给 定 的 柔 统 如 果 丰 在 输出 反馈 
1 一 天 1 十 KeR™*! 
使 得 闭环 系统 
=/A+ BKC)Y "By 
且 有 所 指定 的 特征 值 与 特征 向 量 荆 4; 上} 与 {3s1} ， 这 时 就 称 之 为 
CCA, 如 ,CO) 可 配置 的 。 现 就 4; 为 昔 实 根 的 情形 给 出 一 个 结论 ， 而 
一 般 情 形 ， 类 做 的 方法 可 以 处 理 。 
定理 5.6.5 系统 
= Ax+ Pu, HO 
AeR"”", BeRa*m, CeRi*” 
关于 指定 的 特征 值 -特征 向 哟 
{A Ass es dg} {ss se es si} 
中 (4， 甩 ，C) 可 配置 的 ， 当 且 仅 站 
BBOCSA- ASYMCSIMCS={SA- /AS) 
拭 且 配 填 它们 所 用 的 反馈 增益 阵 玉 的 遂 式 为 
下 = 有 BSA- ASYMCSYIO + ZT -CSCS 
其 中 如 及 (CCSD 中 分 别 为 B 及 CS 的 任 一 {1} ~ 道 , 这 里 BB 
(8B7B) 1B7，ZeC* {是 任意 的 ， 于 及 
T=Is:, sor vs SA] A=diag(Ars, Ass ny, A.) 
证 明 所 请 闭 环 系 统 = 二 (A+ BKC)xw 十 Bu 具有 指定 的 特 
征 慎 {72} 及 竺 征 向 量 {#;} 是 指 涌 中 
CA DROCO)s; T=/ iSis i 二 ]， 2 
及 可 改 耕 六 


BEKOCS=SA-AS 
对 于 给 定 的 A， 时， CC， A，S， 在 在 万 满 足 上 而 方 程 的 充 夺 第 
件 :为 《定理 3.3.1) 
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有 BSA 49JCSJTC9 一 AS 

在 渗 足 这 一 条 件 的 前 寿 下 ， 扣 的 通 起 为 

KR=B OSA- ASYICCSYOD ZE -CISCSY HT 
这 里 用 到 了 B 是 列 满 秩 的 条 件 ， 即 用 到 B01 站 = 了 

由 这 个 定理 可 以 看 出 ，- 一 般 求 说 ,不 是 任意 的 系统 (1. PC) 
关于 指定 的 A-S 都 是 可 配 山 的; 期 使 是 可 配 轩 的， 反馈 增益 陈 
下 也 不 一 定 是 唯一 的 ， 一 般 米 说 ， 天 的 集 介 构成 算 阵 宕 间 Cn 
中 的 -一 个 仿 射 流 形 《 子 定 问 的 -个 平移 ) 。 这 就 使 得 我 们 有 可 能 
在 甘 种 意义 下 作出 最 优 的 选择 ， 这 本 身 耻 大 一 个 得 有 意义 的 课 

与 控制 理 诊 密 双 相关 的 村 有 人 姿 数 估 订 问 题 。 统 计 个 计 理 府 也 
是 广 交道 第 阵 应 用 排 最 好 的 一 个 领 正 ， 下 面 举 一 个 篆 划 的 例子 。 

例 在 参数 人 情 让 中 的 一 个 应用 :证 参 获 什 计 癌 题 衬 的 量 测 方 
各 为 


Wi 二 kT xn i 二 1 吕 ， 
让 yi 全 第 ?直观 荐 ， 和 为 观测 噪 贿 ，xeR" 是 待 佑 计 的 参数 疝 
量 ， 关 ce 只 " 攻 过 知 和 的 结构 套数 | 自 昧 。 了 这 里 假定 曲 声 其 下列 统 
j 特 性 : 
FELn]=0,; Eneni] eo 


二 在 EJ] 类 示 均 值 算 也 ( 翅 训 数学 期 望 】》，5,， 为 常用 欧 
kroseeer 符合 。 耻 村 篇 帽 ， 这 里 不 着 评 明 二 结 遇 用 到 的 一 个 中 


再。 。 
引 理 3.6.6 上 上述 量 负 方程 


Vi = x i 二 1 2， 
的 加 权 基 小 一 : 滋 最 小 范 数 解 为 
他 一 人 
共 中 
re 了 -: 中 ] - 
-4 一 二 | : leRt*", 
gi 有 
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Qh 2 Hn yk 
车 定义 仇 方差 阵 为 
Pa—=EL(t, - AFAsx)( Es — A dsx)T] 


则 还 有 
引 理 3.6.7 ”对 于 上 面 所 定 交 的 已 ,， 则 而 
Py= A A T= ATA) 
证 明 全 外 二 diagl gq: Gr GD) 
ys A1 - NY 
Hs Ha- hk 
则 有 44 一口 1 责 万 Zs=QrEY,, 
光一 -人 44 二 4 
= v 信 @EEEN 
Pi AQFEE ENNT] QFE (CAR) 
-GE QQFE CCA)T= A AT)T 


三 AECAFAs)+tJ7 二 As( AT A，)+， 从 而 有 
MCARIT = CAV A I AT A C AF Ar) T= AL AN) 
这 样 就 完成 了 引 理 3.6.7 的 证 明 。 
定理 5.6.8 任 给 矩阵 以 ， VeR"**， 总 有 
(UUTTFVVTtSLT -COCHINVTICU YT 
x[T- UV OC)KVTHH] 
xUt -VO HCCDTICT 
式 中 心 =(7 -UU)r， 
枚 一 [HT -CHCJTITOTITIPO7 -CC 让 -1 
这 个 定理 的 证 朋 偏 长 ， 略 。 有 兴趣 的 恋 者 可 套 闻 RR.E,.Chine; 
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Representation for Qeneralized inverse of sums of 
matrices ,J ST AM V12, PP97-114d, 1965, 

出 上 面 定 理 可 得 到 如 下 重要 的 推论 ，; 

推论 5.6.9 在 新 增加 一 个 量 测 笨 wx+i 后 ， 协 方差 阵 


pi (2 让 


大 
可 鼠 写 为 
站 8 二 [的 [天 一 并 
x — hieriDi)+ CDENTDE 
共 中 
Da=(1s — -和 人 站 本 (了 
K=I1l-(1- DiDORir Pakat. tl ~- DID 
有 了 上 而 的 准备 ， 训 可 以 考虑 参数 的 遂 推 估计 和 问题。 北 分 下 
列 三 种 情况 讨 座 ， 
1， 所 有 套数 都 是 可 观测 的 ，HLcank( 46) 一 时 
2. 有 圣 少 有 一 个 参数 是 不 可 观测 的 ， 朋 rank( 4A} 二 rn 
Hrank( Ayt+1) =rank( As): 
3. 至 少 有 一 个 套数 是 不 可 观测 的 ， 但 有 
rankf Agt1) > rankt ds) 
引 理 3.6,10 设 
A 
El 
出] 当 几 仅 当 rant(C 4p+1) 二 rank( 4 时 从 
及 二 《了 一 A A YR 二 站 
证 明 rank{ Tri 一 niankft dd) 时 ， 必 存 在 ee 及 < 使 得 


Tr Yr 
AR+1 a A 


A ={ ); Ase R"*n, PirreRis rnp 


于 是 便 和 有 
站 一 (一 
一 [87 -dra=0 
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反之 ， 若 六 ,=0， 则 丰 
下 1 一 4 1 
这 表明 tt 多 ( 和 As)， 双 所 引 理 3.3.10 中 2, 期 
PATA) SB LAT) = PAN ) 
可 得 到 
harieB( AT) 
从 而 山 A = ALR ) nkn TanKf AT==rankf A ) 3 当然 也 
有 rank{ .45 一 rangf 了 Da 
定理 3.6.11 对 于 上 述 的 种 情况 ,我们 有 如 的 递 推 估 计 
式 
全 4+1 一 全 4 十 户 piat1C 1 一 Ris) 
共 中 对 情形 1，2 有 
站 RH 一 站 1 
耐 圣 情形 3 则 有 
Per [he DDT ER PsLT, ~ har DE+ CODETDE 
起 四 
KK=(l hE Re) ! 
Dae:(tfe— A AsDReri = — Peash As) Rr 
证 明 情形 1 和 直 十 此 时 .是 列 浊 秩 的 ， 束 有 
AFAs = 
从 而 有 刀 ;二 9。 于是 挫 论 3.6.9 的 户 pt1 及 下 分 别 简化 为 
Piti= Pa- PaRetiK ir Ps 
KR Riri DeRati)! 


芝山 于 
DatiTar: = nears— DeRaril Rh DsRst 
二 天 和 
Pet 1 + RFPaheti ) 
一 人 


曙 据 引 埋 3,6.7 有 


一 《4 
和 
一 五 AT 
从 而 有 
Foti = Peti ARtiY pr = Pai [ARBs 了 ] 
二 


Pi LATY + Bots Yt 
=[ Ps ~ Pakirit Riri hs]LARY + Rt et] 
一 全 一 Poherygrti™ PrRatiK Ritrr 人 es 
— DaReriK hr Prahatidyst 
=B4+ PrtiRatigart — DatinRer Bir 
二 对 局 + 1 首 六 一 存 天 41 光 有 
情形 2 此 时 rankCA4411) 二 raukt 48)， 据 引 理 3.6.10 有 D; 
二 0， 所 以 下 面 的 证 明 俐 完 公 同情 形 1。 
情形 3 此 时 cak( Asp4ri)>rank(As)， 据 引 理 3.6.10 知 
De A A RO 
但 因为 DeR"， 帮 让 二 CDED) Di， 从 而 有 
Dr 1 
则 协 方 益 阵 的 表达 式 为 【推论 3.6.9 中 的 己 ) 
Peps=[7a — (CDI)T hE Pts her d+ DR DY 
而 贿 数 估计 
Heri= Per APY nt Rareat1) 
可 以 进一步 简化 。 党 把 Pr = (7 -AI 4 Retri 代入 
7 六 一 (7 站 中 得 到 
站 4 
BitriCfs 4 
LAE ME Fah MA) 
十 式 两 端 省 乘 训 .1 便 得 到 喇 i%s+1 = 二 1， 从 而 有 
Derikari=[t, — CDE?T RAID Es ~ herr Fis 
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+ (CDE DRE = DDE)? 
失 上 上 面 捧 导出 的 站 的 表达 式 很 容易 看 出 布 一 
DEAT= : 
这 样 便 双 得 汉 
万 + 人 = — DE)TES + 五 4 
= Ps AF- (CDI) TR Pa AY 
= PiAi~ Dotidatriliri a As 
逐一 本 
= Pri AY s+ Parifari git 
= PiAFYs 已 二 1 大 和 Ds ALY 
Perskatr fat 
= et PeatifatiC et 一 名 人 TS 
这 样 ， 就 完 他 给 几 了 利用 广义 间 进行 估计 的 一 个 递 排 和 工法 。 


第 七 节 ”例题 与 习题 
1. 用 不 同 于 课文 中 的 方法 证 明 Moore-Penrose 广义 六 的 崔 一 


举 一 个 明显 移 例 于 来 说 明和 集合 4 {2，3，4j} 非 空 。 

证 明 引 理 3.1.1。 

证 明 每 一 个 方 阵 都 有 非 奇 蜡 的 {1}- 道 。 

设 4 一 了 及 G ， 共 中 到 是 列 清和， G 是 行 潇 黎 ， 证 明 
rank{ A)=rankt H), 

§. 证 明 方 阵 4 非 奇异 的 充分 必要 条 件 号 它 有 唯一 的 {1}- 
道 夭 是 -471。 

[证 明 ] 和 插 给 xe.z(4) ad ， 务 唱功 到 基 个 
Xe 4{1} 的 在 一 询 和 和 企 一 行 上 ， 和 便 可 得 4 的 另外 的 
{1}- 泛 ， 了 从 而 说 曲 1} -省 的 唯一 性 等 价 了 于 

EAI= {0}, HAF )= {0} 


| 
+ 
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这 袁 关 方 省 .4 是 行 满 秩 和 列 满 身 ， 妈 4 淖 尝 蜡 。 
7， 证 明帝 ( 4) 一 加 (4) 的 充分 必要 条 作为 
rankt AB)=rankt A) 
8) 二 了 召 ) 的 充分 必要 条 件 是 
rank({ AB)=rank(t B) 
[证 明 ] 设 BeC" "显然 有 地 (AB) 二 (了), 谤 明 久 (A4B) 
为 儿 ( 4) 的 子 空间 。 据 .多 (4B) 二 多 ( 4) 知 
dimB( /AB)=dimP( A) 
而 受 知 im 入 (AB) 二 rank(AB),dim 委 (A) 二 rank( 4 故 必要 性 得 
证 。 反 推 国 去 ， 蓝 证 明 充 分 性 。 
很 显然 .fr(B)CA(A4B)， 凤 A 六 (8B) 为 A (AB) 的 子 襟 间 。 
所 C4B) 二 CB} 知 ， 帮 (CB) 与 CA 昌 有 相间 的 维 数 .， 而 亿 


门 分 列 是 方程 
Bx=0 与 ABx=0 


的 解 罕 间 ， 基 维 数 分 别 是 


下 全 是 了 成 让 n—rank(t B) 与 Ht—rankt AB) 
i EE Ef ye 


8， 设 AeCm* 的 第 (f， 放 元素 为 1， 共 你 光束 基 为 0， 试 问 
用 1} 是 怎 样 的 一 类 和 捧 阵 。 

3. A 同上 题 。 试 问 4 的 Hermite 标 浴 形 是 什么 ? 证 明 把 4 全 
成 Hermite 标 淮 形 时 的 满 秩 方 阵 卢 ;， 已 可 到 成 置换 阵 ， 闪 上 且 可 取 
成 最 简单 〈《 即 与 出 阶 单位 阵 相 比 ， 对 应 元 素 的 差异 最 小 的 ) 轩 换 
阵 。 在 代用 这 种 过 和 咏 了 过 后， 定理 3.1.4 给 出 的 二 其 有 什么 样 的 
形式 ? 它 必 否 为 4711 的 一 般 形式 ? 

10。 于是 的 管 案 表明 ， 对 畦 别 选 定 的 上 ,局 只 通过 改变 定 
是 3.1.4 中 的 工 ， 是 得 不 到 .4 的 所 有 的 {f1}- 诸 的 。 因 为 在 定理 
3.1.4 中 开演 有 要 求 巨 ，P 是 置换 阵 。 这 里 自然 金 提 出 这 样 的 问 
是 : 可否 道 过 取 沁 有 所 有 使 


04p=[ ” » ] (*) 
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的 和 Q@ 来 得 到 .4 的 所 有 11}+- 道 ? 给 定 4ee 人 1 试 证 5 
和 ef 上 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 基 工 及 满足 〈《* ) 的 非 奇 异 阵 - 
卫 ， 人 Q 有 
了 0 
XxX=P| 9 je 

5 证 明 ] 充分 性 巴 色 念 在 定理 3.1.4 中 ， 讽 看 必要 性 。 度 
省 半 4 一 4 成立 ， 据 引 理 3.1.5, 4 邱 与 居 二 者 是 秩 为 r 的 香 等 阵 ， 
而 智和 驹 阵 的 特征 值 非 0 即 1， 且 都 与 对 角 阵 相 俩 ， 不 妨 谈 


AR ] ， 


艳 季 
nAP=AR IAN AX AP 
TATRICR TAPYHDTIN .AD) 


[oo la ee 


出 此 可 以 看 出 天 14P 有 具有 如 下 的 形式 : 


_ _ HH 0 rar 
RMP=| ， | ， Hekr' 
说 明 瑟 足 非 坷 异 的 ， 故 可 选取 
-一 HH 0 1 
ol 7 


使 C# ) 成 让。 而 对 于 算 泗 1!1XQ 7!， 容 易 看 出 : 


[ o 。 |P-:XQ- =Q4PP XQ =QAXQ: 


一 了 ii 0 
-[ | 0 1 ] 1 1 
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.，， 
|, ,] 
(PrQ-5 和 > | =P-!XQ-'Q 4AP 


; Fr i, 0 
= ,|] 


这 表明 
7 0 
7 XQ -| 0 了 ] 
对 某 一 过 成 站， 从 而 得 到 
Fi. 0 
< 十 0 世 j 


11， 设 
[1 0 0 1 
了 二 | 1 1 0 0 
lo 1 1 0 
“0 0 1 1 


分 别 求 旧 秩 为 1，2，3 的 {2} - 泣 。 

12. 对 习题 8 中 的 4， 求 其 { 1， 2 }- 首 的 一 般 形式 ， 共 
Moo-e~-Penrose 遂 .4+ 六 是 什么 ? 

13. 对 任意 的 AtC"™"，, 证 明 : 

a 《+ 一 二 

DD) 《4 于 二 (4 人 

oc) (5 和) 一 (7 

人 二 (44 

]4。 谈 e，peCe”， 武 证: 

ry ut=(a rayfta™ 


py fabrfi+—=(aHa) thi po)+tpas 
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投 疡 为 宕 等 Hermite 拖 阵 ,证 盟 瑟 + 一 二 。 


15 。 
16.。 试 证 : 豆 : 一 瓦 的 充分 攻 要 条 件 为 : 五 "是 寡 等 Nermite 姑 
阵 且 rankfCz72 7 一 rank( 五 )。 
， cs) I Moore-Penrose 


17。 让 还 对 角 阵 已 =diagga dr" 


省 为 DD' 二 dingt dd， ds, "sy dt)o 
设 U， 下 是 丁 阵 基 U A 有 意 吕 ， 则 总 有 


18, 
(UU AV Y= AUN 
19.。 着 1 天 人 为 deCex 的 满 秩 分 解 ， 即 FeCzr 


terxsn， 汇 讶 : 
a) 人 CE = 一 1，2， 才 
他 0 ， 7 一 1， 2 3 


b) 
[提示 2 利用 等 式 PF DGG =T,。 
20， 4, 天， 如 上 是 所 庶 ， 试 证 : 


At=(+R 1 3) = 


21. 设 有 4 为 一 奇异 方 阵 ， {1s He rg ui} 二 {vw Ds 
” } 分 别 吕 .ACE ) 与 .Apr 的 标准 正 迹 基 旗 ， {ri 9 


的 为 一 组 非 零 标量。 则 竺 阵 


Ao= A Yo 


4 1 
是 韭 奇 富 的 ， 有 1 基 道 为 

-1 | 

MA 
点 

[提示 ] 利 有 PP gyn aR 3 = - AA 
22，。 设 天 , 足 定 理 3.3.5 中 年 阵亡 穆 AX = 二 2B， 六 D=E 的 一 
个 从 共 解 ;证明 对 任 取 的 AIeA{1},， DV eD{1l1}， 


YeC"m*"， 共 公共 和 解 的 通 式 为 
X=Xot(t- ADV AY - DD) 
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[提示 ] 先 证 明 上 式 右 端 是 公共 解 ,然后 访 革 为 任 - -公共 解 ， 
在 上 式 中 把 六 取 为 区 -下 , 便 得 到 该 解 。 
23， 证 明定 理 3.3,8 及 推论 3.3.9。 
24. 说 上 矩阵 
和 021 0 4+2 1 
4 0 0 -3 -6 -3-3 


0 2 1 1 41-41 1 
证 朋 .4f1，3 的 通 式 为 
| 心 由 0 
| 3 9. 
0 0 0, 
夺 二 | 
“2; ~12 2 
| 0 0 0 
0 0 0 
"1 0 0 0 0 0 
| 
: _1l. Lo Ei 
:0 0 ~ 可 0 1 十 2; 2 
+ 0 0 1 0 0 0 .7 
:0 0 0 0 -2 -1-1 
0 0 0 0 1 0 | 
,0 0 0 0 0 1 | 


其 中 ZeCi*3 是 任意 的 。 
25. 对 习题 24 中 的 第 阵 4， 证 胃 4{f1，4 的 通 式 节 


0 0 0 和 

| 20—18i 42 

| 0 10 - 9; 21 | 
276 0 -29-9i -9-27; 

[lo -2+4i 24+ 307 | 

‘0 -29+30: -36+31 
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EP TE 


i 1 Yi 

1 i 
于 忌 

1 0 9 | 

,0 0 0 ， 


其 中 BeCaxs 是 任意 的 。 
26， 利用 定型 3,1.12 及 上 两 是 的 结果 ， 计 算 .4+。 
27 . 利用 定 恕 3.3.6 及 定理 3.3.8 给 出 定理 3.1.12 的 另 一 证 

明 。 . 1 
[ 旨 示 ] 取 半 = 人 4+。 

.28， 讶 AeC"mx"， A40314)e A{1， 3，4}， 利 用 习题 22 的 

结论 证 角 

4 了 1， 了 ， 4} 一 并 人 
十 (7 -~ .44 一 AAl 3 全 人 xs 
29 . 证 下台" 4 3}, 012 4E A{l,. 

2， 4} 证 表 
At{l, 2, 3}= {A 2 
- 了 于 (7 - 4 2 4 aa) | ZeCnxn 
fl 2，4} 一 二 人 全 全 

TA ZT Ad Cn 
30. 若 E 为 考 等 的 Hermite 护 阵 : 证 有 明 ; Xe{2，3， 4} 的 
充 要 条 件 是 ， 并 为害 和 葡 的 Hermite 短 阵 量 满足 .多 ( 工 ) 志 . 罗 [ 百 )。 
[提示 ] 利用 短 等 阵 的 性 质 ， 
: Ex=xe xt HEY 
31。 设 玉 为 寡 等 的 Hermite 阵 且 是 非 贷 定 的 ， 其 讲 分 解 假 定 为 
= S47 | 


证 明 : 工 e 互 12，3，4} 的 充 要 第 件 为 
R= AG, 
Tl 
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车 Ge PP, {2, 2, 4}。 
[证 明 ] 充分 栋 。 由 杆 诺 算 子 P 是 党 你 lermite 阵 , 据 习题 30 
知名 (Gi) 入 多 (PP,)。 因 而 担 谱 算 子 的 性 质 有 
PiG;=G@ Pi=0, Ii 
再 利用 短 黎 隆 的 人 性质; 
Pix=xt > xt,) 
还 可 


Pi = i=, i=1, 2 rk 
直 而 和 有 
在 
闪光 
『 一 站 


其 中 总 “表示 如 果 和 有 二: 一 0， 下 标 字 便 被 省 赂 的 和 式 。 据 习题 30 
知 铬 个 局; 符 为 Hermitc 阵 ， 因 此 上 右 于 二 让 囊 亲 是 llermite 隆 。 肥 因 
CRG PiG,=0, tj 
上 页 有 
7= 上 i 1 


这 间 明 尺 e 12， 号 4} a 
必要 性 。 设 关 eJT7 {2 3， 4。 利用 如 的 请 算 子 叫 ， 的 性 质 
> Pw 了 ， 从而 省 


各 
X=IXI=Y SPXP, C+) 
= 上 
吓 上 - 
HX= APNX= DI EN DP, 
i=t 并 


其 中 用 到 召 入 二 后 石 。 对 后 两 个 等 式 分 别 堪 乘 尸 ,， 右 乘 忆 ,。， 利 
用 谱 算 子 己 ;的 每 等 性 与 正 交 性 (或 可 分 离 性 ) ， 使 各 到 
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rr 一 一 


AP XP PX PD, 
A,PXP,=i. PXH EP, 
将 这 两 个 等 式 分 别 程 加 和 机 三 人 恒 得 到 
CAstA PX P= (A + ANP ABD, 
(CAs AP AP,=- (A -ANP XH DP, 
广 意 到 诸 4: 王 异 ， 且 足 非 负 的 《 因 克 是 碍 负 定 的 Hermjite 隆 ) ， 贞 
而 当 8 轩 tH 肝 ，; 十 ,与 4 一 4， 都 不 汶 夫 ,于 是 有 
PXP,=P,.X DP,=- PXP,—0, Iixs 
这 样式 5* ) 仇 简 化 为 


ss =] 2 "ry 下 


X= piXD, (nw) 
el 
萌 简 用 互 的 谱 分 解 式 ， 便 进一步 得 狮 
N=XHX= TA XP YX 
r=1l 


利用 式 《#* # ) 区 可 得 到 
PRP=i.P XP XP =A(P XD,) 
据 此 可 得 : 者/ 一 0， 则 有 已 :失忆 ,一 0。 这 时 取 
;=APXP,s Tl 2, ,hh 
旭 式 《*#)】 就 或 为 


上 
XT AG (At=0) 
i=ol 


出 二 4, 二 0 :二 0， 显然 GiePi {2，3: 4} 。 丽 营 和 4: 夺 0， 则 
据 前 面 的 证 明 结 果 :， ( 取 s 二 f=1) 
AiPIXP=A.P, XHE., 
APIXP=AIDP XPL)! 
旭 遂 明 企 ; = 二 ,PXP ,是 曙 等 的 Hermite 录 际 ， 呈 满 是 第 (Gi): 
痪 (已 )， 从 而 据 习 题 30 可 证 所 需 结 论 。 
32. 让 明 上 题 的 下 列 推 论 : : 兰 瑟 为 非 负 定 的 Hermite 阵 ， 而 
Xt 有 {2，3， 4}， 则 也 是 非 负 定 的 Hermite 阵 ， 且 六 的 舞 个 非 
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等 特征 值 邦 是 是 好 的 共 等 征 乱 的 倒数 。 
33. 络 定 4eCnxz， 证 明 
A{2, 3, 4} = {YAFIYe A 2 3, 4} } 

34. 试 让 : 货 合 A{2， 3; 4} 为 有限 咎 的 充分 必要 策 件 丰 
-42 媳 的 非常 特征 值 互 昨 《 邯 对 应 丢 个 非 零 特 征 值 的 特征 子 空间 
是 一 维 的 ) 。 琵 内 ， 若 有 六 个 瑟 蜡 的 非 大 特 征收， 则 4 2，3， 
4 } 下 好 有 2: 个 元 河 。 

35. 证 明 人 第 陈 

‘9-3 12- 4 10-10i: 


ji. 1 3-3i 4d-4i 0 
10.6+6i 8+8i 0 | 
\ 6 8 0 


0 6+6i 12 一 127 12 
六 =A | 0 8++ 8t 16 一 工 6 165 
35 十 35f -5~-157 —30F10i 20- 107 
一 日 一 3 3fT317 SG— 0 6 
x 页 | 12—4i tdi 8 一 8 8 
25 二 35f -5-TI5 -30+10: ~ 20—10; 
63 十 217 15+ 15: 30— 307 30 
请 和 120 高 [st 287 20+ 207 40 ~ 407 40 
33+357 5+157 30~ 107 20+ 10r 
点 4 一 站 


36， 证 是 ， 琳 时 < 是 太 程 xs=5 的 最 小 二 和 滋 解 ， 共 沪 分 必要 
条 件 症 存在 向 入 使 得 [ ”] 游 中 方程 


[ |)=[o] 


37， 谈 有 4 为 习题 234 中 的 第 泗 ， 必 谈 5=( -7Y， 1，1)7。 坛 证 
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rr TE -一 下 


-xx 一 的 最 小 二 本 航 的 清 专 为 


0: "1 0 0 0 0 0 
:1 lo 0 -0 142 -i 
x = 0 -9 0 1 0 0 0 2 
-1 0 0 0 0 一 2 一 工 一 
0; ;0 0 0 0 1 0 
oi lo 0 0 0 0 1 


其 中 ps" 是 任意 的 。 最 小 二 和 滋 的 残 羡 轴 量 为 
25， 12， -2)7 


38. 证 妥 工 是 中 的 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 为 
X= 374 (0， 26 — 367, 13— 187,， -55-9i, -12-2i, 
— 46-| 597)7 
39，。， 迹 AeQ™r be eC 下， 玫 Ax = 二 5b 有 稻 寺 ,使 
x 下 法 到 极 小 的 叭 一 解 总 
x= A bo A de 
40。 :证明 :对 任意 的 4eCn"x， 当 Ai 通过 复 竺 面 C 的 原点 
汐 托 一 邻 域 趋向 可 :雪上 时 ， 总 肖 
1iof AF ,A+ 用 了 1 AT = ,4+ 
由 一 自 


[证 吕 ] 为 此 ， 只 要 证 明 对 任意 的 ye C" 都 有 
if AY A 十 岂 Di A TH 


岂 鹏 了 了 。 出 于 -7 84 门 ， 所 以 对 了 .CA ) 上 式 是 成 
让 的 。 故 只 须 证 于 式 对 Je 4 T= 第 ( A) 成立 就 行 了 。 容 易 
证 有 明 A 是. 深 (CA) 到 CA) 上 [多 11-1 映射 : 所 以 对 任意 的 
yet 当 ( A)， 莉 有 有 xt. 名 (A! ) 合 得 y== dr。 国 此 问题 发 车 价 于 证 
明 : 对 所 有 的 xe. 多 (A473 7) 芷 月 
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lim{ 二 直 才 十 站) 1 有 一生 天 


站 一 全 
vr .I 一 二 加 Tb y te 
成 正 ， 十 而 用 到 六 gg( jy CH A*A。a 现 谈 56 Ha, 3 


ur} 是 .多 (A4#) 的 基 ， 且 它们 是 出 ,4.4 的 转 征 和 启明 构成 ， 邯 注 


让 


-124itiy Zi>0 1—1, 2, 


sa 


村 是 有 x = 六 Pinr。 从而 可 进一步 得 到 
2 


CAF AZT ?AN Ax = 3 地 过 be 
.i 十 A 


— AA, 7 一 1， Dy rrr 
对 上 式 取 和 极限 便 得 到 


ty 


r， 了 月 | 
. 所 -1 Fw 一 1; 加 ji 
limt A A+ATY TA A Jim 产 ， 有 


一 > Hiti= x 
六 =， 
还 可 以 通过 证 明 等 式 
lim (A™ A MT A= AtA 


Fg A YN ECA) 


来 完成 命题 的 证 有 明 。 为 此 ， 设 A4"4 有 潇 秩 分 解 式 : 
A A=PI YN, FeCr™ 
则 等 式 
CATATATII A AT HAI) PFS 
对 一 团 和 4 ( 不 是 -人 了 4 的 里 征 乱 的 相反 数 ) 成 让。 很 容易 证 明 - 有 
詹 式 
《下 下 有 十 下 了 下 下 下 一 站 (站 用 下 二 页 
成 立 。 再 注意 天 “六 是非 碍 异 的 ， 有 其 而 知 
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limC 天 +AF) =F 

-Dp 

进而 便 得 到 
lim (CAF ATLATIIAT AFCFIPFY FI 
A 


一 7 二 已 or( gm), HN) 


上 面 最 后 一 个 等 式 戊 立 是 因 为 让 的 向量 为 多 ( .4.4 一. 窜 ( A) 
的 一 个 基底 (请 思考 一 下 ， 为 什么 ? 》。 

4 和 1。 设 AeR*** 是 对 称 的 。 指 出 4{1} 中 可 以 有 不 对 称 的 ， 
但 也 一 定 存在 有 对 称 的 。 


42.。 设 ue 多 ( A), ve (AT), Hv TA we -1, AeR"*+, 
{1) Tt 
添 证 -413 一 (4 er.4H+ao77TtTl。 


43,， 若 .4 是 正规 矩阵 ， 试 证 : A* 4 二 A441。 

44， 设 忠 ，C， 部 是 列 满 黎 阵 ， 且 BC 存在。 证 胃 ， 
{BCT} (COT) H+ 

45. 证 明 簿 个 方 阵 都 有 可 道 的 11 - 赣 存 在 。 

46.， 证 明 ， 考 mank(4)=1， 则 4{2，3，4} = 一世 和 ,0}。 

d47. 设 AeC"m™r 证明; 极 小 化 问题 
A 7 eminH | X=min 

的 艇 汐 革 二 AT。 也 就 是 说 矩阵 方程 4 二 1 的 最 小 范 数 最 小 二 生 


解 { 按 凶 阵 空间 的 Frohenins 范 数 : [4 p=[tr( A .AI ) 为 4+。 


第 四 章 ”矩阵 分 析 


在 数学 的 很 多 分 支 和 工程 实际 中 ， 特 别 涉 及 到 多 元 分 析 有 时 ， 
仅仅 碍 究 算 阵 代数 是 不 俘 的 ， 还 必须 镀 究 常数 朱 阵 序列 和 级 数 的 
站 第 往 ， 雇 及 男 数 岳 阵 和 顷 阵 画 数 的 微 积分 ， 这 便 是 矩阵 分 析 的 
基 末 雁 容 。 本 章 内 容 的 安排 ， 先 介绍 矩 凡 的 范 数 ， 讨 诊 年 阵 序列 
及 级 数 的 收 般 ， 从 而 给 出 艺 agrange-~Syivester 定 理 ; 然后 介绍 和 扎 阵 
画 数 和 它 的 讨 算 ， 忆 及 在 微分 方程 理论 方面 的 应 用 ; 最 后 还 给 出 
画 数 拭 阵 的 微分 与 积分 的 定义 ， 久 及 某 些 扣 阵 揭 标 前 西数 的 微分 
和 应 用 。 


第 一 节 ” 算 陆 范 数 


在 前 面 我 们 已 经 用 到 过 向 量 或 全 阵 的 范 数 ， 它 是 三 维 空间 内 
量 长 度 的 医 念 的 一 种 推广 。 昌 然 向 量 可 作为 一 种 特殊 类 型 的 惩 陈 
续 一 处 理 ， 但 矩阵 作为 线性 变换 的 一 种 县 体 表 示 ， 有 更 为 广泛 的 
应 用 ， 所 以 其 范 数 的 定居 更 为 特殊， 需要 稍为 系统 她 介绍。 后面 
将 会 看 到 和 矩阵 范 数 在 研究 各 种 收敛 性 问题 以 及 特征 值 的 信 计 方面 
部 特别 有 月 。 

我 们 知道 ,所 有 mm xm 阶 复 矩阵 的 僵 体 , 按 通 常 的 矩阵 加 法 和 
第 阵 与 数 的 续 法 规定 了 运算 之 后 , 便 得 到 一 个 mzn 维 的 复线 性 宏 间 
C"**。 要 在 这 个 红 代数 结构 的 空间 里 研究 短 阵 序列 和 级 数 的 收 
然 性 ， 就 必须 引入 求 极限 的 关 算 。 而 极 眼 运算 是 一 个 无 限 带 近 的 
过 程 ， 旬 阵 的 通 近 ,就 臣 短 阵 闻 的 六 蜡 无 良 变 小 ,而 短 阵 .4 与 吾 的 
落 异 是 用 A4- 的 "大 小 ”来 衡量 的 。 这 就 需要 对 每 个 朱 阵 虐 予 一 
全体 现 其 “天 小 ”的 量 ， 即 范 数 。 实 数 的 绝对 值 ， 复 数 的 硫 ， 三 
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维 襟 间 启 量 的 长 讼 ， 者 是 抽象 范 数 鬼 仿 的 原 弄 。 上 进 的 三 个 对 要 
统一 记 作 x ， 衡量 它们 大 小 的 量 记 为 上 x 上， 最 然 满 足以 下 几 个 
基本 的 事实 ; 

(1) 正定 性 ， >x 由 瘀 0， 当 且 仅 妆 x 一 0 时 用 > 用 三 0 

(2) 章 次 性， 上 4x 二 124| 有 上 x， 为 标量 ， 

(3) 三 角 不 等 式 : 上 有 x+y 所 x 让 + Hy 。 

可 实 上 ， 有 关 向 最“ 长 谋 ” 的 基 些 其 它 性 质 也 可 以 愉 上 述 兰 
牺 推 导 内 来。 所 以 数学 上 把 这 三 生性 质 作为 公理 米 定 六 抽象 向 量 
的 范 数 。 

定 尽 4.1.1 若 对 任 一 xeC" 神 夺 一 个 实数 x 与 之 对 应 ， 
且 满 是 

1， 正定 性 用 x 有 宇 0， 当 且 仅 当 x=0 时 上 x 上 二 0; 

2. 沂 次 性 : Ax| 二 [141ixill ,AeCs 

3， 三 角 不 等 式 : 上 x+y 所 x| 寺 上 yj|。 

则 称 站 x 为 x 区 落 数 (norm)。 定 义 了 洗 数 和 的 C" 丸 上 岂 敌 一 个 线 
性 咀 范 空间 。 

其 实 ， 在 线性 突 间 心 " 工 赋 范 ， 是 在 CC "上 定义 一 个 满足 上 
迹 三 笨 性 质 的 实 面 数 fx) = 有 x 有。 ee 可 这 找到 银 多 ， 确 
切 地 说 有 无 窍 多 ， 例如， 任 取 xeC”Hx 一 ($1 2 7， 
我 们 就 可 定义 


izi= 18, ， 


Hxls=(S1s) ， 
| 区 | = max| 芭 ， | + 
基于 
4 1p 
xd,= (S14.1") 1] 证 90， 
产 且 对 于 x1， 上 x 人 很 容易 证 明 灌 足 范 数 所 族 求 的 三 条 公 


型。 证明 是 x 是。， 要 用 到 第 一 班 讲 过 的 Cauoly-sehwaez 不 等 式 ; 
| 福生 全 罗 1411* 说 14917。 而 要 证 明 是 x 和 1， 则 需要 
我 们 后 曾 却 将 疹 出 的 H8lder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 。 在 进行 这 
些 繁琐 的 推导 之 前 ， 我 们 先 指 及 几 个 午 要 的 事实 。 
引 理 4.1.2 空间 上 "上 的 任 一 种 沽 数 及 *x，j 人 ” ， 都 行 
Hx -oilellx-yl 
证 明 据 范 数 的 第 三 条 公理 有 
xll=lx-y+yl 所 x-vyiltiivyl 
Byl=ly-x+x| ly-xl+ fx 
从 上 而 蝴 个 关系 式 分 别 可 推 得 
lx- yle<llx-yll 
xl -yl x-yl 
综合 起 米 便 乔 
jz -yl<i)x-yl 
定义 4.1.3 对 于 x xt 人 "区 二 1，2，-…， 若 有 
lim | xm-xl=0 
则 称 序列 {xm} 以 x 为 极限 ， 记 为 


lim Xm= 
rm 


玛 x 一方 X*。 当 然 ， 还 应 读 强 调 在 范 数 上 "| 穴 义 下 ，xw 收 希 到 
To . 
定理 4.1.4 空间 C "上 的 任 一 种 范 数 上 上 ， 作 为 有 "上 的 一 
个 两 数 1(x) 二 上 x4， 都 号 连续 的 。 
证 明 任 取 xeC "及 收 遍 到 x 的 序 说 x} 。 则 据 引 理 4.1,2 
fxm)— fOr) = zn ~ hx) le lx -x —>0 
故 有 lim f(xm) 二 f(x)o 从 而 证 明了 /二 上 :在 x 点 产 续 。 田 于 
% 是 任 取 的 ， 故 f 在 Ct" 上 连续 。 
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一 一 一 一 


这 对 定理 表明 ， 在 xw 一 全 x 时 ， 征 有 
lim, dxmll = i lim x 


后 面 常用 的 一 个 结论 。 

颖 然 在 上 上 可 以 规定 无 穷 多 种 范 数 ， 自 然 就 会 提出 这 样 的 
澡 题 ， 一 个 序列 荆 xm 在 不 周 的 范 数 意 义 下 同时 都 收效 或 同时 
都 发 散 吗 ? 如 果 回 答 是 肯定 的 ,及 会 问 ， 在 处 理 癌 题 时 究 贡 采用 
哪 种 范 数 为 宜 ? 关于 第 一 个 问题 的 回答 是 ， 对 于 无 穷 继 的 线性 空 
间 ， 其 上 的 各 种 范 数 未 必 是 等 价 的 。 也 就 是 说 ， 同 一 个 序列 在 不 
同 的 范 数 意义 下 ,有 的 是 收 训 的 ,有 的 是 发散 的 。 而 对 于 这里 的 空 
空间 CC"({ 或 其 它 有 限 维 窑 疝 ) ， 由 于 其 维 数 是 有 限 的 ， 所 以 不 
会 出 现 这 样 的 问题 。 对 此 直面 将 给 出 证 明 。 至 丁 第 二 个 问题 ， 也 
就 是 说 各 种 范 数 都 是 鱼 价 的 《这 里 暂 指 收 黎 与 发 散 的 一 致 性 ) 情 
识 于 ， 如 何 选取 范 数 的 问题 。 合 据 是 : 证 要 卷 虑 到 实际 问题 的 背 
景 (是 采用 平方 平均 收 就 ， 还 是 条 用 一 狼 收 就 ， 或 是 其 它 意 关 下 
的 笋 做 ， 双 楼 考 碟 到 各 种 范 数 的 内 瓯 性质 给 数学 外 更 方面 带 求 
的 可 能 性 和 简便 性 。 

定义 4.1.5 对 线性 空间 革 上 的 两 种 范 数 站: 上。， -gp， 
如 果 存 在 正 数 上 ，Rz ， 使 得 对 一 切 xse 宪 都 有 


killxle ll xl sxHs Cw) 


则 称 这 两 种 范 数 是 等 价 的 。 
从 定义 可 以 看 出 ， 如 果 序 询 {xm} 在 范 数 上 :上 。 下 是 收 襄 
的 ， 唱 由 (* ) 的 去 中 部 分 得 知 在 范 数 外 ' 儿 8 下 也 是 收 短 的 : 如 时 
-序列 Tsxn 在 范 数 上 :外 。 下 是 发 散 的 ， 则 由 (6 * ) 的 右 半 部 分 得 知 
在 范 数 中 :上 yg 下 也 是 发 散 的 。 为 了 证 胡 有 限 维 空间 汪 卡 的 任何 涛 
种 范 数 互相 等 价 ， 这 里 不 加 证 明 的 引用 一 个 结论 ， 有 兴趣 的 读者 
可 过 阅 Erwin 开 reysz 褒 的 Introductory Eunctional Aralysis with 
Applications》 中 中 | 理 2.1.,1 《有 中 译本 ， 北 京 艇 寄 学 院 册 版 站 ， 
1987.) 。 
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引起 4.1.6《 线 性 组 合 ) ” 庶 立 是 一 个 线性 赋 范 空间 《不 必 
是 有 限 维 的 ) 了 {x1s No Xr} 十 看 中 的 一 组 线性 无 关 的 
向 量 。 则 对 任意 茹 定 的 一 组 标量 OL Cos "yy Ee 都 在 在 一 个 
正教 c ， 使 得 

arit asxst toa) ler 

这 个 引 理 的 证 明 要 用 铬 数学 分 析 中 Bolzano-Weierstrass 定理 或 
与 之 等 价 的 其 它 定 理 ， 技 述 起 来 较 繁 形 ， 故 圈 。 现 用 它 来 证 明 

定理 4.1.7 在 有 限 维 线性 空间 全 上 的 所 有 范 数 都 互相 区 
价 。 

证 明 dim 人 YT =n， { el 3 ns Ty en } 是 开 的 一 个 基底 ， 
为 上 的 丁 意 两 稀 范 数 。 则 任 取 xe 了 下， 有 


XALEIT Het ne 
据 引 主 4.1.6， 存 在 常数 c 汪 0， 使 得 

lx,2e Slal ， 
即 有 

Slalc elxl, 
另外 ， 据 三 角 不 等 式 还 有 有 

xla=l oe NaS lolol Slal 

共 中 。 角 二 max je, 上 由 go 从 而 有 
由 


lxla<h > la < 
起 .一 cA/R， 便 得 到 


xh, 


Rxl el xi, 
在 .上 荡 证 明 中 ， 把 外 中, 与 全 -全 s 的 位 起 调换 一 下 ， 便 可 
得 到 
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| xl ak, i x li 
综合 起 来 ， 便 有 
Rillxillsel xl ah lxllg 
从 而 证 明了 定理 。 
现在 向 到 两 个 重要 不 等 式 的 证 明 上 。 为 此 ， 先 给 册 
引 理 4.1.8 游 正 实数 p，9 于 内 有 晶 满足 


1 1 
pig i 
则 对 任何 非 负 实数 澡 ， 刀 总 有 有 
， 从 了 了 a 
m+ pp to 


证 明 由 于 pesr， 故 可 谨 靖 =1+7 ga=1+ 一 ， 时 半 上 ， 如 1 


ot 1 二 #1 -1 


图 所 示 ， 在 #-+ 举 面 上 作 HI 曾 数 清 线 
ui1*， Oita Ouep 

计算 图 上 所 标明 的 面积 ， 
1 四 
曾 积 == ud = 2 


而 积 @= dt 一 
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很 显然 和 
面积 名 + 面积 @ 之 a 
定理 4.1.9 (He6lde?) 对 和 任意 的 x， ye C" 及 引 理 4.1.8 汕 所 
给 定 的 p，g， 当 x 二 (S19 Sr Sa)t, Hy=(H1s fos os 
7 村 ， 总 有 


Stn < (SH) (SH) 


1 Iip 也 2 1 7 
(人 
显然 ， 兰 xz ， 8 =0， 不 舌 式 是 成 立 的 。 现 就 <。Aas0 来 证 。 蒿 


3 二 有 7G， di =|nrl/H 
据 [ 理 #4 .1,8 有 
op ] 本 
De ', R=1, 2 rs A 


上 式 两 端 闫 于 从 工 到 # 取 和 ， 俐 有 
2 [Egy | 


bi ， 1 加 1 n 
= 
Pe Pp 1 


g k=1 
1 
pi ga ! 
起 
四 四 了 17 
Sliml<ap= (Sls*) (Sinl’ ) 


在 He6lder 不 等 式 中 , 取 p= 二 9-2， 和 倒是 攻 名 的 Cauehy-Schwarz 
不 等 式 。 

定理 4.1.10 (Minkowski) 对 任意 的 x， ye C "月 x=(E， 
Sp1， 则 有 
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中 iip 四 11p 和 Nl 
AD 
证 明 p=1l 时 ;不等式 显然 成 立 ， 礁 设 p 守 1, 为 简化 推导 ， 

记 多 ;三 8 上 j 十 罗 ;， 类 而 由 三 角 不 等 式 可 得 

[olt=lé +n lio,l? 
{E+ no, |! 
上 式 两 端 关 于 7 求 和 ， 叉 有 
Slolreplé ed + ly, lol ! 

上 式 者 端的 两 个 和 式 分 别 用 Halder 不 等 式 可 得 
马上 有 站 四 LS 人 23 
Dll lr eS TE ele yj 

注意 到 (bp - 129 一 户 ， 上 面 三 式 结合 起 来 便 有 
立 |@ iesSE EY + BIn PP LD |r) 

上 面 不 等 式 两 端 除 上 (1)"')!1 ， 注 意 到 1 -1/19 二 1;p， 癸 神 

到 Ninkowski 不 等 式 。 

有 了 上 述 不 等 式 ， 使 很 容易 证 明 下 式 


ip 


m 1 
xf (Se) 1<p<+~ 
确实 在 C" 上 定义 了 各 种 范 数 ， 通称 p- 范 数 。 请 读书 自己 证 明 ， 
对 任意 的 x，ye C "有 
Txtgl se lst dyll, 
lim do= xl 


前 面 讨论 了 宏 间 CC” 二 的 范 数 。 上 由 于 每 一 个 xz 阶 第 阵 ， 都 
可 专 看 作为 室 间 C" 中 的 一 个 向 量 ， 所 以 对 第 阵 4 人 orrae 
nx"， 完全 可 以 用 同样 的 公理 来 定义 共 范 数 : 

定义 4,1.11 若 对 任 一 At CC ， 都 有 实数 中 .4 中 与 之 对 
点 ， 且 满足 

1。 下 定性， 由 4 和 次 和 ， 当 用人 闪光 攻 =0 由 下 人 三 0 

2 齐 式 性， 让 4 本 天 一 14 下 4， YAeE 
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3， 三 角 不 等 式 ， 上 4 十 骨 < 委 玫 了 上 四 瑟 〗。 
则 称 上 4 作为 4 的 范 数 。 

按照 上 曾 的 定义 ， 与 向 量 xe G6” 的 儿 种 范 数 相对 应 ， 短 陈 
4=faii)eCnxn" 有 有 范 娄 


由 44 


bu n 11 
AN=(E Blab) ,p21 
这 里 在 范 数 符 罗 上 呈 中 没有 使 用 下 脚 ， 主 要 是 留 下 来 为 后 而 使 
用 ,不 是 世 怨 。 上 面 的 范 数 是 互相 等 价 的 ， 所 以 在 定性 地 旷 究 收 
但 性 问题 时 ， 都 可 以 菏 用 ， 面 且 以 上 41 二 maxjaij [最 为 简 济 。 


但 通常 更 喜欢 用 上 4 中 = (这 守 1a0]?)， 它 叶 做 Frobeuius 
icl j=1 


范 数 ,， 歼 又 记 作 为 月 4 上 so 因为 这 种 范 数 就 契 西 空间 
《Ci (CAL B)=1( BA) 中 的 内 各 所 诱导 的 范 数 : 


A= A) = A# 4)= 之 Soi, |? 


它 有 有 一 桑 列 的 评 好 性 质 ， 有 明显 的 儿 何 意义 ， 所 以 在 外 阵 的 最 小 
二 乘 欢 近 时 常用 它 。 下 而 只 指 轩 湖 个 最 重要 的 特性 。 
定理 4.1,12 .Hs 是 西 不 变 交 。 也 喜 是 说 对 贡 旬 陈 
Ue Cm" ,VeC"*", 恒 有 
Aise=iU A r= Ar a= UAr Is 
证 明 利用 钙 式 trf A B)=t B.A)R UNU=w Ti VFR 
凤 旭 得 
UA SC UR AA)= (AT A)= 4AN 
i A 站 和 一 tr AVY YAP) = A .AF ) 
tr A A)= .4 中 庆 
UA $=tAV RARU HE Ar) 
VAT AV)=I A A)= 1 A 
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定理 4.1.13 设 AeC”™*" ,FeC"m*i， 则 有 
ABI pS A4ilellB ls 
证 明 ”对 妆 和 如 分 曾 作 行 分 块 和 麟 分 块 : 
eal 
| 


下 
1 a, 


B=Lbs bss ™, br] 
a 


苇 中 gait Bye CGC"。 握 全 :的 定 交 知 
| = > jaslli Bl = 之 几许 


asl # 一 之 之 ,104 /| 
其 中 4B 二 oP?b;， 括 Elder 不 千 式 各 
larb,l :< ar ll31b, ls 
从 而 蚀 得 到 
ABl2= ET TleE Tle lile, ls 
= A B i 
此 不 等 式 焉 占 开 方 俐 为 
PAB Hel A lB 
上 述 定 娅 给 出 的 7 一 范 数 的 性 质 ， 不 是 所 有 傣 阵 范 数 都 具备 
的 。 上 比如 ,按时 才 二 maxfary! 定 区 的 范 数 ， 妆 取 
1 1 
一 刀 一 
4-2=[ 1 
时 ,可 以 洽 证 个 满足 是 48 有 志 有 4A 有 8 上- 特 别 是 当 Ae CG"*"， 
把 44 视 为 从 C "到 8 ' 节 线 性 变换， 而 把 定型 4.1.13 中 的 如 换 成 
特殊 的 xe C "HF， 邮 和 有 
了 
(she=( B18) = Hxl, 
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及 Axo Alalxl, 

这 种 不 等 式 的 成 立 ， 在 分 析 的 研究 巾 是 十 分 重要 的 。 所 以 定义 邦 
阵 的 范 数 不 能 和 定义 向 量 的 范 数 完全 相同 ， 庶 读 柜 据 竺 殊 的 需要 
附加 一 定 的 条 件 。 下 面 给 出 相 容 的 征 阵 范 数 的 定 六 | 

定义 4.1.14 在 给 阵 空 间 C"** 上 的 任 一 实 两 数 , 记 为 * ‖， 


如 昌 对 所 有 的 4，Be C "x**，4eC 都 满足 
1， 用 4 首次 9， 当 且 仅 当 4 一 0 时 用 4 站 =0; 


2. Aa4ll=1Ali 4 

83. 4+B 有 过 4+ 外 8; 

4. HAaABllelH A lah. 

则 秘 由 ' 人 为 相 容 的 桌 阵 范 数 ， 或 简称 年 阵 范 数 。 

定义 4.1.15 ”如 果 一 个 矩阵 范 数 41 和 一 个 向 量 范 数 
1 由头 由 对 一 邯 向 量 x 和 第 阵 4 缉 满 足 

A4xl 志 | 41x 
则 称 这 两 个 范 数 是 相 容 的 。 

上 上面 珊 个 定义 虽然 都 有 相 容 的 字样 ， 但 是 要 注意 区 别 。 坊 所 
定 祥 ， 搜 阵 的 瑟 - 范 数 是 一 种 相 容 的 护 阵 范 数 ， 大 且 这 种 窍 阵 范 
数 与 向 最 的 欧 氏 范 娄 《上 x || ;) 是 相 窜 的 。 同 时 可 以 证 胃 ， 在 
总结 定 一 种 拒 阵 范 数 4 上;，-- 定 可 以 找到 一 个 与 之 相 容 的 向 
量 范 数目 x 上 ,; 上 比如 , 任 到 向 最 as0， 全 上 x,= 中 xa ms 
出 很 容易 验证 性 确实 定 立 了 一 种 向 最 范 数 。 这 种 向 最 范 数 与 答 阵 
范 数 相 容 ， 是 因为 

Ax Hs= | Axar Hs AN a xar 
一 儿媳， 
这 里 范 数 用 "目的 下 脚 m 和 忆 ， 分 别 表示 妹 了 (matrix) 范 数 与 向 
最 (vector) 范 数 的 意思 ， 这 示 区 唱 。 最 常用 的 与 向 县 范 数 相 容 
的 短 阵 范 数 是 所 谓 的 算 子 范 数 ， 
| A= sup ll Axdh 


其 中 向 最 的 范 数 上 x 省 与 Ja 可 以 相同 也 可 以 不 同 。 不管 
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怎样 ,总 有 由 4x is 外 4 让 用 下 成 立 。 上 矩阵 的 算 子 范 数 的 计算 
居 结 为 求 语 数 的 约束 币值 。 当 向 景 的 范 数 选 得 适当 时 ， 是 有 本 能 
计算 出 来 的 。 一 般 情况 下 ， 从 分 析 的 角度 来 看 一 定 存在 《连续 疯 
数 在 有 界 闭 集 上 可 达到 极 头 极 小 入) ,但 计算 不 是 很 容易 的 。 下 
面 给 出 芒种 特殊 情形 的 算 例 。 

例 对 于 4eC"*?， 当 向 最 x，4x 的 范 数 痢 分 别 取 革 -中 ,， 
ss 于 ,其 对 应 的 算 子 范 数 志 记 为 上 41, || 4 1。， 
和 用 中;， 则 有 有 


1. 4 = sop HAxll =mx la,| 
xl=} 1 rr-l! 

2. HAs= sop Axf osmax > lorjl 
用 于 片 ao 一 诗 1 =1 


3 NA, ge Ax Lp A DY =0, 

其 由 or 为 4 的 最 天 奇 旺 值 。 

证 明 任 取 x 二 (#1 直下 明和 一 袜 151=1， 
别 有 


4xli= S| ent 


< > > lars | | si! = > Ut, > Ion 
i=1l k=1 上 1 t=1 
< (mx > le > | =max FE 
nf 上 三 1 fel 
由 于 x 的 任意 性 ， 从 而 证 明了 
aup HH Ax limax > Jars| 
xhi=l kn 
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ip3 


如 果 守 1914. 一 max > Jaisl， 则 肥 x 二 es， 便 和 有 


| Aes i= lA: 中 = ,2 la :| 


其 中 4, 表示 短 阵 .4 的 第 个 列 向 量 。 从 而 说 明丽 数 上 Ax 11 在 


单位 球面 上 x =1 上 的 极 太 值 点 为 e:。 这 就 证 明了 
HANi= sup Axl 1 =max > jaijl 
Tell11l i i=l 


同样 的 推 阐 可 证 | 41。 一 ,sop 4x 上 =max 光 leril。 
至 TT， 上 41 二 ,snp _ 中 4x 有 =[e(A4”A)]" ”利用 更 袜 
间 内 积 与 范 娄 的 关系 及 下 欠 隆 本 相似 于 对 角 隆 的 结论 俐 可 所 出 。 
任 取 x 二 (51 a9)? 且 上 有 x 上 ;一 1。 则 因 上 Ax 上 = 
《Ax1 Ax)==x” AFAx， 故 设 正规 阵 4 4 的 特征 什 ( 即 4 的 奇 
异 什 之 平方 为 
0 00>0 
对 应 的 标准 正 交 特征 向 量 为 
{ts Has rs tr} 
即 有 有 .4 A， = Cur ly) =uH i =6, fa 作 酝 阵 
本 
便 有 A 4= 世 丰 区 了， 共 中 石 =diag(ot，as，…，o2)。 从 而 有 
| Ax 3=x ?UDUF 
全 y= Sx 则 上 y= 上 UxH3= x 中 2 二 1。 训 而 可 得 


| Ax i i= Dy= FT orfn, |:os 
一 上 


共 中 用 到 v3y= 之 13971921。 这样 便 由 4x 几 :<o， 及 > 的 
任意 性 扒 得 
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| .4 2 一 so | Ax 1 


转 别 取 x 二 wi 《显然 上 x 上 == Hui 目 ;二 1》， 肥 有 
et =u A Au, —ofuf t=0? 
即 1 44 上 | =o1， 这 说 明 有 目 A4x 上 ;在 音 位 球 曾 上 | xf ;= 二 1 上 有 
税 天 植 点 为 uw ， 从 而 证 明了 
| := ,Spl Ax| :=01 = AF AND? 


在 纯 隆 4 的 算 子 范 数 中 ， 上 4 上 ,是 最 常用 的 。 基 为 我 们 经 
常 在 酉 密 间 【或 欧 氏 空间 ) 考虑 问题 ， 而 这 种 范 数 与 向 量 的 欧 氏 
范 数 是 相 容 的 。 另 外 、， 它 还 有 如 下 的 性 质 : 

定理 4.1.16 对 任 … AeC""， 都 有 

1, A)s=max {lys Ax| | xi;:= yl) ,=1} 

2， 中 41 一 外 可 1 = 外 4 二 上 4 

3. fA”Alls=l| 4Ail3 

4. 对 于 西 阵 上 ,VV 有 4 站 ,= 上 UAV 上 :。 

证 明 1.， 杜 取 xeC*, yeC”" 筷 x 上 ;= 中 y1 :二 1， 则 由 
Cauchy—Schwarz 在 这 小 可 得 

ly 4x1=T4xlIS lyl 4xT， 

< yl A xh: = 中 有 4 上 ， 
据 x、# 的 任意 性 ， 便 得 
max{ yr Ax | Nx,s= ylls=1} 141: 
现 证 明 上 式 中 的 等 号 成 二， 也 就 是 说 要 汪 明 存 在 x* 与 yo 上 
xo 十 yo 上 ;==1， 使 得 19 人 4xol=1 四 41。 当 4=0 时 ， 
1 是 自 热 成 才 的 。 基 此 ， 避 4s0， 财 在 在 "满足 四 xuels=1 攻 
上 4xoh == 上 41 于 0。 现 取 
Va = xot Axn | 2 
显然 jw 目 ; 一 1， 并 且 有 
yo Axol=]1CAxolya?! 
=|{Axol Axol ll Axoll s)] 


=( Axol dx co， 
=) Axolls= A: 
藉 丙 证 明了 1 。 
2 的 证 明 根 据 e(414)=ef dd) 及 Js =| Cs 很 容 
易 堆 出 。 其 中 ot 4) 表示 4 的 谱 牛 径 ， 乒 =z) 表示 复 值 画 数 ， 这 里 
用 到 的 7(z) 一 > 号 =， 而 召 为 Hermite 阵 ， ze 或 各”)。 
3 的 证 胃 与 前 面 例子 中 的 3 的 证 明 当 同 。 
4 锡 证 明 根据 3 的 结果 可 以 推出 ， | 
A= A 4) 2 = | ATUMU AN ; 
= UAN2=I| AsUFI2 
=|]v AAU i=I|VAr ll 
大 人 第 阵 的 范 数 就 介绍 浏 这里。 最 后 得 强调 一 下 ， 在 披 阵 空 
间 有 和 六” 上 的 各 种 范 数 削 是 互相 特价 的 。 因 而 在 沽 虚 收 钱 性 问题 
上 时， 取 哪 一 种 范 : 交 ， 所 得 收 敏 或 发 散 的 结论 是 一 臻 的 。 


第 二 节 算 了 序 列 与 年 阵 级 数 


说 44，4，…， 4 一 是 襟 间 "*” 中 的 无 穷 第 陈 序列 ， 
记 之 为 A444}，(A4401; 央 示 短 阵 .44 的 第 (i 门 元 素 。 妇 果 遥 
阵 4=(arreCcrx ， 使 得 


lim {An i es7， t=], 2, ,Ns 1 二 1， 2 0 
ey 


成 立 ， 别称 短 阵 序列 荆 4s} 成 有 4 为 极限 ， 或 了 4s} 上 收 铬 到 4， 
记 为 
Nim A 一 -4 

如 此 看 素 ， 一 个 矩阵 序列 { 4 了 上 CC" 的 必定 钳 价 于 pn 
个 标 展 序列 { (4 LSI Sm，L<S7rsoa) 的 同时 收获 。 因 
此 ， 可 以 用 新 街 分析 的 为 法 来 研究 它 。 但 考 虚 到 要 同时 秤 完 mn 
个 标量 序列 ， 未 如 繁 殖 。 因 此 我 们 用 儿 阵 的 范 数 作为 工具 来 研究 
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它 。 首 先 给 出 定义 

定义 4.2,7 对 于 邱 阵 序列 deeCexry， 有 ==1，2，…， 如 果 

存在 气 陈 AeC”**， 和 使 得 

im As- AN=0 
则 称 乱 阵 序列 {44 } 收 语 济 4， 记 为 lim A= 4 共 中 目 .中 为 室 
间 C"** 上 的 任 一 种 范 数 。 

这 里 自然 会 扣 出 这 样 的 问 古 ， 两 种 定义 是 否 等 价 ? 下 面 给 出 
证 明 。 由 于 有 限 继 宏 间 上 前 备 种 范 数 互 祖 简 价 ， 所 以 只 训 取 一 种 
范 数 证 明 就 甬 了 。 

定理 4.2.2 对 于 .44，AeC”"*" ;下 二 1，2，…， 总 有 

HAs- A S30-> Ad) -ail—> D0, 
li lj : 
证 明 扣 户 - 范 数 的 定义 有 
| .4 -A 之 BA), | 一 


省.4 -了 由 一 >0 < 1 A) 1 一 4 站 一 人 0， 
lim 1 jn 
如 辐 标 基 序列 的 性 质 一 缮 ， 对 收 艇 的 拭 阵 序列 也 有 一 系列 的 
性 质 。 
定理 4.2.5 收 侣 的 挫 阵 序列 A,} 是 有 界 的 ,也 就 是 说 ， 
在 下 正 数 桂 使 得 对 一 女 上 都 有 
| A A 
证 时 设 二 上} 收 误 到 4， 盈 
lim 外 A4i-Ai=0 


据 标 量 庆 到 8; = | .4% 一 右 一 -30 的 定义 ， 性 给 定 eo。>0， 都 存 
开启 ， 使 得 当 训 > 让 时 有 5 之 so， 基 有 
| Ai- A eo R=N+1l: N+2, 
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大 而 据 三 角 不 等 式 有 . 
HA4s 上 二 As- 4+ 有 4 和 A44-AH 十 上 4 
Alter: kN+1, 
证 全 下 =max {有 4 和 上 ， 45，…， 中 Aw 上 | }， 才 取 
MM=max(K, | .Al +eo) 
襄 对 一 团 &, 莉 有 有 上 Ai 所 2 。 
定理 4.2.4 若 4s BatC"*", eps Bt, 县 有 Jim A 二 
A, lim =, Vim es wo iim Pa=f 则 行 
三， lm (onAst BiB =aAths 
2. lim ds 他 一 -在 
3， 车 44!，.47! 存 在 ,网 Jim /Ax! = 
证 明 ”为 了 方便 ， 我 们 用 用 人 相 容 的 矩阵 范 数 ， 也 就 是 说 ， 对 
于 和 任意 的 4，BeC"*"*， 总 有 
HH AB A Bi 
再 利用 三 角 不 等 式 基 收 釉 序列 的 有 界 性 便 可 知 到 
Tar/Ast+ paBe-aA- BBl 
| 
< lord ersAt oasd—-aAll 
+ AiBe- BB+BB- BB 
< el 4s All +t er-allldlt 
lIBs Bs -B+1B.- BI1UBII—>0 
NAB- ABI=H A BBs- ABit 4B -AB 
A- A B+ A418B- Bl—>0 
这 样 重 证 明了 了 荆 、2 。 双 于 8 ， 考 虑 弓 阵 序列 
一 了 开工 号 ， 
也 用 已 证 畏 的 2 ， 民 可 获 计 。 
根据 上 述 定 理 易 知 ， 当 { As 上 遇 煞 时 ， 则 对 任意 前 己 ， 避 
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都 有 lim PsqQ 一 已 lim ,44Q。 特别 是 当 和 矩阵 序列 Ai} 的 一 般 


项 4; 一 B*, 剧 为 方 隆 B 的 次 血 时 ,这 是 后 面 要 重点 研究 的 一 种 
短 阵 序列 。 如 果 序 列 志 8 上 是 收获 的 ， 则 称 和 矩阵 了 3 是 医 收 项 的 。 
很 显然 与 召 相似 的 托 阵 已 BP 也 是 霸 收 黎 的 。 买 当 召 是 块 对 角 
陆 时 ， 即 

B=diagt Bi;: Bis +s 8s) 
由 于 有 

B*s=diap( BI, BE, or, BE) 
所 以 【号 收获 的 充分 必要 条 件 是 { B13} 二 1,2,…s ,都 收 襄 。 
下 面 我 们 来 考查 方 阵 4ee"”" 稀 收 侣 的 充分 必要 条 件 是 什么 。 

我 们 知道 每 个 AtC"** 都 有 一 个 与 之 相似 的 Jordan 标 北 形 ” ， 
即 存 在 满 秩 阵 司 使 得 
P iAP=J7=qiag(tfi, Jo! ", 4) 

共 中 


并 征 4 二 袍 。 我 们 把 (2,) 分 解 为 


了 450 一 人 + U0,, 
其 中 


Di 
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这 个 年 阵 有 一 个 很 好 的 性 质 ，U, ,的 智 次 每 增加 1 ， 主 对 角 线 .上 
方 的 一 排 1 就 秆 右上 方 平 移 一 浆 ， 转 别 有 有 
O60 oo 1 ， 


[一 | ~ . : | ， 5 = 一口， ln 
“0 | 
站 . 
这 就 给 我 们 以 很 夫 的 方便 。 根 据 二 项 式 定 理 有 
TA )=[A T+ 0, 


A +MFIU + 全 用 人 37 二 


人 
特别 当 I>n; 时 ，U =0, 歼 这 时 上 式 为 
To AD A + CHA + OFA-2UE + 二 
十 对 世 


7 站 和 和 人 


| 41 四 1 oo. : 人 人 ta 
1 : . 

| 

1 

4! CHAi-! 

1 


或 者 写成 殉 紧 次 的 形式 
ni -1 
TaD SE CH ,ln 
这 样 ， 我 们 就 可 得 到 Jordan 块 7。 (4 ) 寡 收 殴 的 市 分 必要 条 件 。 
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引 理 4.2.5 Jordan 块 7。 (4 ) 足 寡 政 租 的 ， 当 且 充 当 127| 
之 1 或 4, 一 1 有 Ln 1 (这 时 了 。 (4 为 一 阶 的 天 隆 ) 。 

证 明 六 7。 基 需 收 黎 的 ， 则 插 收 舟 的 定义 可 知 im (41) 存 
在 ， 关 此 在 14; 和 1 当时， 7 1, 屠 敲 到 等 入 阵 ,,。 当 
[2 ;|1=1， 对 下 式 两 办 到 极 上 限 : 

{lim AS)A;=lim AF+i 
ee 上 一 oo 
人 恒 可 得 到 4; =1. 这 时 要 了 了。 (40) 守 收 全, 则 必须 a， =1,A7 .41) 
老 [1]， 和 否则 在 Ts, tA) 中 有 元 于 C141 1 一 今 o0 {1-yo0) ， 这 
是 不 可 能 的 。 肥 过 来 ， 若 2;1=18 4 一 4; 则 J,(41) 一 [1]， 
类 74 (040) 一 >-1] 《1 一 >eo)。 若 [7 |<1， 则 由 于 lim Cf447 
三 O 〇 从 而 im [7s 710] = On,o 
为 了 强调 上 渡 引 理 的 结论 ， 玖 给 用 
推论 4.2.6 如果 Jordan 块 7。 (4;) 宕 收获 ， 旦 记 
K = LinT 1.(4,)] 
全 14; <1 
[1 ] ， 4 一 
有 了 上 曾 的 获 备 ， 便 可 证 明 下 述 的 乔 娄 结论 。 

定理 4,2.7 方 阵 ee" 和 收 笋 ， 当 用 仅 当 地 的 所 共和 畦 征 偿 
部 满足 : 

1， |4| 迄 1， 

2， 营 14| = 二 1， 央 4 二 1 有 站 二 的 Jorian 拓 是 一 阶 的 。 

证 明 ” 据 前 而 讨论 ,4 是 桥 收 化 的 , 妆 且 仅 当 它 的 Jordan 标准 
形 上 中 的 每 一 全 Jordan 块 7 (4;) 7 一 1.2 mp， 者 是 苦 收 数 的 。 
再 气量 理 4.2.5 便 得 扬 需 的 结论 。 

上 与 方 阵 冠 牧 讶 有 关 的 一 个 柳 信 是 帘 有 界 : 对 于 给 定 的 方 阵 
Jd4=(aiieenxr， 才 存在 正 数 邮 使 得 对 一 切 正 整数 中， 都 有 
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则 有 天 一 


4 一 
惠 称 4 是 杖 布 界 的 。 很 从 双 证 电 
定理 4.2.8 若 .4 足 短 有 办 的， 己 为 任 一 满 秩 阵 ， 则 8= 
也 【AP 也 是 徊 有 界 的 。 
证 明 阁 为 对 任 音 正 整 数 & 都 入 


B= pp 1 A*tp, 1 
所 证 当 P={p;;), 五 ”1! = 一 (ay 旦 
G 一 max] 站 ， bo marlge sl 


EE ， 有 
[CB 77) = 12 og A ) :pss 
EAE 
max|gis i Mmas| ps] 之 之 | 
nab 全 天 
旬 因 z，a，e， 闻 均 是 不 变 的 常数 ， 藤 吾 是 寡 有 界 的 。 
这 个 定理 表 胃 ， 若 4 一 ， 则 有 有 
才 是 短 有 界 的 入 > 了 7 是 民有 界 的 。 
妇 果 塘 阵 了 4 为 瑞 对 角 阵 ， 
A=diag(t dl， A AD) 


划 由 于 
"=diagt AY; A + AN) 
套 容 易 看 出 
才 是 震 有 界 的 < > 每 个 4 是 寡 有 界 的 。 
英 于 方 阵 的 宕 有 上 界 ， 厂 类似 定 理 4.2.7 的 结论 。 
定理 4.2.3 方 阵 .feC*"* 吓 守 有 界 的 ， 污 且 仅 当 .4 的 畦 征 馆 


都 湖 足 
1. 141 委 1， 
2。 车 1 二 1， 划 必 有 ==1 王 相应 的 Jordan 块 为 一 阶 的 。 


~ e205 ~ 


证 明 根据 前 而 的 过 论 ， 挫 须 证 妇 4 的 每 一 个 jordan 块 

"(4;) 短 有 界 的 充分 必要 条 件 是 ， 要么 411 二 1， 要 么 4 一 1 
En 王 1。 其 证 贡 与 下 理 4,2.5 的 证 时 相仿 。 

这 个 定理 表明 方 阵 .4 的 窜 收 合 与 时 有 界 是 完 至 等 价 的 两 个 概 


i 
dn 


有 了 以 上 的 准备 ， 我 们 就 可 以 研究 答 阵 级 数 了 。 
定义 4.2.10 如 果 1{ 4 是 算 阵 定 闻 必 "*” 中 的 一 个 匹 究 序 
列 ， 财 拒 


-过 1 二 -十 二 ibid 


号 做 由 { 44}》 生 成 的 无 穷 级 数 ， 记 为 号 44: 对 任 一 有 限 的 ma, 则 
把 sm= 号 44 上 时 做 级 数 的 部 分 和 ， 而 把 {sm} 时 做 级 数 写 As 的 


部 分 和 序列 。 如 果 极 眼 tans。 存 在 ， 则 称 级 数 之 4 是 收 做 的。 
否则 ， 便 称 之 为 发 散 的 。 如 果 对 C"*" 上 的 蘑 种 范 数 上 "目标 景 
级 数 苇 41 i 四 敏 ， 则 称 级 数 岂 44 是 绝对 收 知 的 。 

这 里 有 与 标 基 级 数 类 代 的 结论 论 。 

定理 4.2.11 芳 级 数 之 冯 4 绝对 收 元 ， 则 一 定 是 政敌 的 。 


证 明 根据 矩阵 级 数 总 A 收 乱 的 定义 可 知 ， 之 -44 是 收 合 
的 ， 等 价 于 下 面 in，% 个 标 最 级 数 
> i liEm: li 


同时 收 喜 。 由 于 有 限 维 害 间 上 省 种 范 数 互 相等 价 ， 不 妨 取 朱 阵 的 
万 比 雪 去 犯 数 


.4 和 一 max ay 
和 
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由 于 之 14. 收效， 根据 Cavchy 准 则 有 


lim 之 于 4 人 = 一 0 
本 
TF 


上 所 以 对 所 有 的 i 二 1， 2 0 1 2, 都 有 


im | C40 nm 40 
Ca 


了 =m 
sft 
< lin, Cmax|(Ae):il 
+ = 


= lin 之 肯 4x1 =0 
3 fm 上 一 上 
号 加 了 


这 表 肯 每 个 标量 级 数 都 收 乱 ， 定 理 获 证 。 
有 时 可 以 用 上 述 定 理 来 制定 矩阵 级 数 的 收 仇 性 。 例 如 ， 对 位 
给 的 方 阵 AeC"*"， 级 数 


1 2 1 n oe 一 二 一 -一 
T+At ar At At 


是 绝对 收 侣 的 ， 因 为 对 任 一 种 范 数 站 - 
芭 "| 


> 一 一 外 了 上 十 有 4 和 二 4 十 
一 en 二 7 有 -1 
所 以 级 数 写 -也 收 敏 ， 暂且 记 为 f= 之 才 。 
同样 的 方法 可 证 级 数 
DA A 
so (27)1 ”A TF 1)1 


也 是 绝对 收 化 的 ， 央 而 是 收 黎 的 。 顺 便 再 指出 矩阵 级 数 的 几 全 澡 
用 性 质 ， 如 果 在 甜 阵 守 间 Cnx" 中 ， 之 4 一 S， 思 已 一 7, 旭 有 
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de 四 

1, > CA Ber)=S+7s 
n=1 

2， 和 伍 政 ueC 都 有 > Gd。 = 


3. 任 取 xeg" 客 有 六 A Sx 
这 些 性 质 的 证 明 是 很 容易 的 


第 三 节 各 般 数 及 Lagrange-Sylvester 定 理 

对 给 定 的 慰 景 序列 {a4} 及 方 隆 AeC"*x"， 所 生成 的 秆 阵 级 
数 守 ca A 时 做 .4 的 一 个 完 级 数 , 它 计数 学 中 常用 的 一 类 级 数 。 我 
们 的 日 的 起 研究 ， 在 给 定 {4} 之 后 ， 方 阵 4 满足 什么 鳞 件 才能 
使 写 qs4* 收 项 ?1 它 又 收 化 到 怎样 的 一 个 条 阵 S15 如 何 计算 ? 据 定 


文 ,级 数 室 4 的 收 化 等 价 于 各 个 标量 级 数 冯 as(40 


(i i= 1 ,2 -1) 的 同时 收 雍 - 因 此 会 纺 到 垂 阵 级 数 之 ae 人 
的 收 敏 与 标量 级 数 之 qaz* 有 一 定 汐 美 系 ， 我 们 试 分 析 一 下 。 
假定 4= 癌 7， 其 中 
了 diagf7 CH) (4 
据 前 而 的 分 析 有 
PP 
一 Pdiag C71, (21) Ti, A) ry J (AD PDP! 
FarAd' = Pyar PP 
= Pqdiag( Sars hy) For7s,(4:), es, 


Faetds) Pp 
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因为 当 i 污 ni 于， 有 
Ti A) Tt Us )! 


下 -一 下 
= CIID 
i=0 
i i111—1 1 
A! CHEATL rue 人 和 
站 1 人 2 


故 戎 二 的 特征 慎 4， 沙 在 标量 级 数 A(z) 二 名 eis 的 收获 


加 内, 则 便 有 /C2 )= 写 a 21 人 2) 一 号 arCl 411， 
从 而 便 得 到 
nol i 了 
Bai 0 交 
i ’ 下 了 上 i 
- 


GD FOND -TD 
| AD 0 
| ” 


由 此 可 得 


A mil CA, | 
sot vy jp 
4 天 二 


=1 了 1 


其 中 BB, =diag( B,, DB,s "rs B,) 
1i=l 
例如 ， 当 -了 = Puding(v (3)， 7 了 s(t1))P 时， 则 有 


fy A 二 1 10? 
1 0 二 Fr 
3 09) 

ps 


Tardi~= iy 
f0 0D - 才 HD 
fl) nD 
(DD 


特别 是 当 六 全 一 六 (二 ) 时 ， f(z)= 写 (地 ) =- 


了 


(1 


CE 


‘2 2/3 2/9 2/27 


| 2 2/:3 279 | 
| 
ow | 可 | 
ardA'= P| 2 2 ip 1 
| | 2 1 
8;:5 6125 67125 
' 8/5 6/25 ， 


G1/5 
~ 280 ~ 


总 结 上 上 上面 的 分 析 ， 便 可 得 出 结 诊 

定理 4.3.1 【Lagrange-Sylvester》 要 定 

I、 卫 是 标量 级 数字 xz' 的 政 钱 补 径 ， 且 对 所 有 的 |z| 六 丈 ， 
有 7 (2) 一 字 C12 7 

2. 方 阵 AeC"*" 的 记 有 特征 导 4 都 满足 |7| 志 太 ; 

3， 4=PJPT!，J= 四 104) 为 4 的 Jordan 标准 形 ， 
三 Jo《0)， 为 1(z) 的 j 阶 导数 ， 
则 痛 


时 oA41=P[ 铭 "S £4 vi |p” 


产 0 了 1 
这 便 是 洲 杀 的 Lagrange- Sylrester 洽 舱 。 
推论 4.35.2 和 若 上 方 隆 4 的 所 有 特征 值 2 部 洲 在 标量 级 数 
之 42 的 收 做 圆 之 办， 或 者 4 的 谱 侍 径 p(4) (二 max 14;1) 小 
于 级 数 袜 cz 的 欢 笋 中 管 中 ， 则 和 扎 阵 4 的 赛 级 数 三 cai 是 收 黎 
的 。 圣 别 当 
fz) = oa ls| 志 记 
上 时， 我 们 也 形式 地 把 人 簿 阵 往 级 数 记 为 
{A Sa A 
推论 4.5.5 昔 方 阵 4 的 特征 值 4 有 一 个 落 在 标量 级 数 之 jz: 
的 发 获 图 之 外 ， 芭 44 的 谱 兽 华 径 o( -大 于 字 wee 的 收 项 中 径 ， 则 
第 级 数 >! 对 是 发 散 的 。 


推论 4.5.4 芳 标 旭 级 数 号 ci (z - 49! 的 收 敏 中 答 为 灰 ， 方 
阵 4sC" "的 所 有 特征 德 都 满足 
[2; 20l<R， i 二 1 2 
则 霉 级 数 立 ci (4 - 107) 7 是 收 短 的 。 
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证 明 合 妃 = 4-47， 则 因为 
p(B)= max | 4， - 401 扫 丽 
1 
据 推论 4.3.2 知 >C 有 8 收 禾 。 
从 上 询 的 定理 和 推论 可 以 看 出 ， 若 标量 级 数 之 rz 在 轿 个 
复 平 面 上 收 黎 ， 则 对 任意 的 方 阵 4eC"*"， 窜 级 数 2.a1 A 都 是 
疏 租 的 。 揪 此 可 知 ， 对 任 一 4eC" <， 下 列 级 数 


mg AA" 
好 


2 十 工 oo A2"™ 


DD A an) 


n= 
都 是 收 化 的 。 
我 们 知道 ， 如 果 标 景 级 数 习 crs! 的 收 做 中 径 为 忆 ， 则 对 任意 
的 js 去 尽 ， >a1z' 都 是 收 佑 的 ， 所 以 鲁 定 区 了 一 个 本 数 
六 >) 一 全 cp2 ， jz] < 一 豆 
同样 ， 当 我 们 取 & "的 子 华 
DC { AC | pl ANTLRY 
则 对 每 个 Be D(C)， 第 阵 的 寡 级 数 >a4B' 也 是 收 钱 的 。 这 样 
f(A)=3a1A! Ae DCF) 
便 在 DD(f) 上 定 闵 了 一 个 以 人 第 阵 4 为 变量 而 取 值 也 为 矩阵 的 画 
数 ， 换 铝 话说， 上 了 是 一 个 英 射 ， 
子玉 ( 门 一 > 必 "xr 
了 [一 人 站) 二 六 2 
一 般 来 说 ， 把 六 47 唾 做 标量 硬 数 的 矩阵 拱 广 或 犁 阵 画 数 ， 如 
A eC 


mm +I 

sinA= PCT" ot ;: /eC"*" 
eo A2" 

cosA= > ( 一 IT) 一 (20 ? 4 
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(1-1= A", P(N p<1 


(1+ A = SA)", p(LO<1 


仿照 标量 奴 数 的 公式 ， 还 可 以 定义 共 它 的 矩阵 画 数 。 
美 王 三 角 机 数 、 撒 数 男 数 ， 对 数 而 数 有 一 系列 的 恒等式 和 关 
系 式 ， 例 如 
sin3z 十 cos2z 一 ]， Sin22 C—Osinzcose 
自然 会 间 ， 对 干 性 一 4e&sfn"， 是 否 出 有 
sin* 4 十 e0s2 4 一 了 ， sin2.4 一 2sindceos .4 
这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 。 虽 说 据 定义 可 直接 证 明 ， 但 由 于 级 数 
的 祖 乘 极其 复杂 ， 直 接 了 验 证 会 在 按 术 上 附 困 难 。 现 在 寻求 一 种 间 
接 的 方 起 ， 它 不 人 可 以 解 让 上 进 问 题 ， 硬 且 在 证 朋 垂 降 画 数 的 一 
般 人 性 质 时 也 颇 为 有 出 。 为 此 ， 先 和 证明 一 个 引 理 
引 理 4.5.5 着 对 一 切 |z|1 < 有 


f(a)= aa, (2 六 Dai 
stz)}=f(z)+ ot2) plz)=f {2)0(2) 
册 村 一 切 满 足 p(.A) 志 RR 的 AeC”*"， 也有 
s{AY=f{ A)+ 9 A), PCA)= F(A)0¢ 4) 
证 明 因为 对 一 切 |z| 二 玉 有 
sz)= Sat Pi) 
酸 据 定理 4.3.1 的 推论 4.3.2 有 


sD=B (athB)Al, AC™*"p(A) SR 
从 而 锯 定 理 4.2.4 有 


sD SarAit SA fA + (A) 


至于 p( 4) 三 (A)g( 4)， 据 定 理 4.3,1 有 
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ni-1 《7 
f(A)g9(A)= P[@ 2 4 Di 
T=i mm Ji 
gi ; 
[多 三 -人 Ui |P™ 
[i f=0 了 
让 全 FED 1 可 《Ai ) 
=P[ 多 5 了 十 白 jitr! 
Uit J 


车 命 1 二 +r， 并 注意 到 当 12n; 时 Us ,二 〇 , 便 有 
四 rn iy~1 ni~1 
1(49(4)=P[ 允 各 这 


f(A)g (di) 一 
让 人 一 六 1 vs]e | 


1 
之 
了 一 日 


FCADg TS DA) 
jd- 1)! 


.Ul! ,|P™: 


f CA 0 (4;) Ui] 


这 一 结果 与 标量 级 数 相 乘 的 公式 
1(ag( = Sap 
极为 相似 。 另 一 上 方面， 据 Lagrange-Syivester 定理 
p(A)= Pp[@ 2 有 


f=-0 


vs |]: 
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有 据 而 数 乘积 求 时 的 Teibniz 闲 则 春 
pO) ga) = CID (eg (2) 
AM 人 [由 "5 4 vs,]e™ 


# CI ni 
=P[@ "Ss Sc fT Uy 0 vp 


rol f=0 jeo il 
生前 面 1( .4)g( 4) 的 家 法 式 比 较 ， 从 而 证 明了 
pl(A)=f1CA}G(A) 。 

为 了 说 明 引 理 所 迹 的 方 法 ， 现 在 来 证 明 


sin2 A+ oos? .4 一 了 ， 2sin Acos 4 一 sin2 4 

刘 sin z，cos2z 的 戎 级 数 展 开 式 为 

sin?z= Oa!, cos?2 一 包月 ;2 
据 引 理 有 

sin2 A= Por;A!, rosz A= DBA! 
有 而 有 

sin2 A cross A=> aarti 《中 

但 由 于 恒等式 


sinsz+ecost2—= (oa; Pj)zi=l 
故 上 比较 = 的 同 演 咎 的 系数 ， 应 有 
an 十 后 一 1， oajt Pi=0, j=1, 2, 

其 而 式 【《* ) 的 右 端 级 数 只 有 一 项 FL ， 这 便 证 明了 

sin? A+ cos* A=J 

类 伯 地 谈 画 数 sinzcosz 的 害 级 数 展开 式 汶 

sinzeonsz 一 Sei 
从 而 有 

ain Acos A= 6,A! 
肥 由 于 sin22 一 2sinzcosz 一 26 ;zi， 表 有 
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ain2 14 一 23147 一 2 
对 sin_Acos A 及 sin2.4 的 表达 式 加 以 比较 恒 有 
sin2AA = 2sin .cos 
引 理 4.3.5 是 关于 两 个 标量 画 数 的 和 与 积 的 扎 阵 推广 ， 基 实 
据 归 商法 可 证 : 
推论 4.5.6 设 
fi(2) = Dal i=1: 2 7 mm [2] 过 RR 


fCA= Daf Als AeC**r Bp(A)<R 
J 


则 
1， 车 本 f 1(z) 的 筹 级 数 导 并 式 为 罗 8 ;zi， 便 有 


Tf EA;A', pLA)<R 


2 六 6,f1(z) 的 第 阵 推广 为 名 69,7;(4)。 
有 了 了 上流 引 理 艾 推论 ， 可 以 计 明 一 个 比较 有 用 和 的 定理 。 
定理 4.5.7 设 f1i， fs，"…， 了 » 为 一 元 标量 澳 数 已 
f(z)= 训 ef 7 (za|<R, f=1, 2 "nl 
ODN1 Kas es Xm) 为 t 个 灾 元 x1， Rm 的 多 项 式 。 和 如 果 
对 一 切 |z| 志 瑟 都 奉 
plf1t2), ft2)， “ey fnt2)) =0 
则 革 满足 CD 三 R 的 一 切 AeG"* "也 有 
of A), a(t dy, 本 470Do 
证 明 兮 朵 20CFifz)srafz)ef (2z))， 则 多 (>) 为 诸 
f1《2) 的 每 积 的 线性 组 合 ， 所 推论 4.3.56，(z) 有 秆 阵 推广 (4) 
二 pA)， 基 且 当 |z| 志 及 及 pf 二 
召 时 有 


Sg 


$a)= pa, WAM)= SpA 
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四 为 ¢(2) =0, 故 ;二 0， 7 二 0，1,…， 上 内 而 也 有 (A) = 
S041=0。 


利用 上 述 定 十 ， 可 以 很 方 借 好 证 明 某 些 托 阵 画 数 的 等 式 。 例 
如 ， 在 定理 4.3.7 中 取 户 一 sinz，1 一 cosz，， 一 sin2z，mifxi， 
Xs)=xi+xi~-1, P(xi warxsl) 一 2xixs-xai 恒 立即 得 到 
ain2 4 十 cos2 -一 0， 2sin Aeos A — sin2 A=0 
如 果 在 定理 4.3.7 中 到 glxis x 了 1-xixs;f1i(2)=1-2， 
fstz)=(1-z) 1 ， 大 且 当 |z| < 万 1 时 本 


fstz)=(1—2)! = 


wf), f(z))=0 
故 据 定理 4.3.7 的 结论 ,应 有 


Om@ (MAA ADVI I DE A ,Pp(D<I 
从 而 可 知 ， 对 满足 (4) 过 1 的 一 团 .Je Cw 有 
《了 .40 
同样 的 方法 ,很 容易 证 硼 对 一 切 4eC"*" 有 有 


ons2 4A=rnos: 4 一 sin2 了 ， cosa 4 二 -全 (T+ e024) 


sin2 才 = (7 — ros2.4A)。 


以 上 我 们 古 通 过 标量 苏 数 的 军 级 数 尾 开 


f(s)= S02, 1z|<< 忆 
从 形式 上 上 来 定义 矩阵 画 数 
7 一 之 7A4 {AAR 


至 于 这 种 西数 有 了 哪些 性 质 ， 给 定 了 -4 后 如 何 计算 f(A)， 以 及 条 
阵 西 数 有 和 什么 应 用 ， 都 是 要 进一步 考虑 的 问题 。 不 过 ， Ligrange— 
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sylvester 定理 倒是 提供 了 计算 1 (4) 的 一 条 途径 ， 但 是 首先 亦 知 道 
4 的 Jordan 标准 形 及 相似 变换 阵 已 。 这 需要 大量 的 汐 备 工作 ， 有 
时 甚 栗 是 不 可 能 做 到 的 。 当 然 ， 对 简单 的 或 低 阶 的 4， 还 是 可 行 
的 。 例 如 ， 知 道 了 


1 4 5 01., ») rl -4 
4-| 3 2 |=?l, ol ' P=-| ; ,| 
出 据 了 agrange~Srevester 定理 有 
A Te 0 -13ae +Y4e ”de 4e 
名 }? [ 3e5 -3e 2 de5 十 3e | 
为 了 避 吕 计算 7 及 忆 ,现在 另 豆 放 径 。 首 先 让 我 们 分 析 一 下 ， 
如 何 对 f( 4) 二 学 a 4' 加 以 变形 ， 以 壕 到 求 出 4) 的 目的 。 我 


们 从 Cayley-Hamilton 定理 知道 ， 每 个 拭 阵 4e C"*? 的 nn 次 或 高 于 
次 的 宕 .4* (天 nn) 都 能 表示 为 4 的 一 个 次 数 不 超 过 %n-1 的 多 项 
式 。 狐 然 短 阵 画 数 (4)== 台 a A1 的 级 数 表 达 式 收 兽 ;而 A4* 
{上 法 hn】 及 可 趴 为 A 的 多 项 式 ， 则 可 望 (1) 具有 某 一 多 项 式 的 
形式 ， 不 请 设 A(A) 二 Pp(AY， 而 
P(A2)=Bot+ Ba++ Bh! 

这 样 问题 就 转化 汶 梢 定 多 项 式 的 系数 户 ，(i 二 0， 1,"…,1)。 这 里 
还 有 P(A4) 的 洗 数 二 的 确定 问题 。 共 实 ， Cayey-aniltos 定 理 只 是 
说 .4 的 特征 多 项 式 是 4 的 一 个 喜 化 多 项 式 。 和 如果 4 有 此 特征 多 项 
式 式 数 低 的 需 化 窗 项 式 ， 则 可 望 p(2) 的 式 数 更 低 ， 因 此 以 .44 的 
了 玛 小 多 项 起 的 次 数 来 扯 定 4) 的 莹 数 。 设 4 的 最 小 多 项 式 为 


m2)= TA 4 


其 中 424，4，，…，2 ,为 4 的 特征 值 且 瑟 异 。 这 时 可 设 p{2) 芍 数 
7 低 于 mm 人 站) 的 次 数 一 闫 。 Te 人 -sylvestcey 定 理应 有 


1CDO=4[ 提 和 Ss ,PP 


pA4)=P| 外 & ee url ] pp! 


i=1l = 271 
但 据 假 迹 /(.4)= p(t A4)， 玖 应 有 
pAaD=F OA), 1=0, lsts 1, i=1, 2, ke 
国 此 ， 只 要 求 册 4 及 了 人) 代 扩 到 
pOCAY=EB + BAL +t Bt li 
黄 端 ， 便 避 定 且 太 ，， 记 1 ，…， 有 从 而 得 到 
COAY= Bo 4 Br A++ Ad 


1 二 
一 
[ | 
为 例 ， 计算 e 人 。 HI na A) (C25) 2), 欣 访 如 2 一 万， 十 
刀 <， 全 已 汝 足 
Pf5) 一 es ， pl- 2)=e * 


再 以 


从 而 解 方 程 组 
| But3p =e 
po- 381=e 


条 得 B= D-(20rt6e), fim- (0 -er) 
最 后 便 求 得 
co (20 +50 7)) 十 (er —& 1) 


最 后 以 


力 例 ， 计 算 af 4 ). 很 容易 求 出 ma) 一 (4 一 2 , 现 设 ppt/) 


一 及 "十 及 4， 并 满足 
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p(2)= Po+2p stint! 一 a 


wp [i 1) 


| 4 )= plA) 


6 - dV x+23 
现在 再 看 一 个 阶 数 各 高 的 条 降 


__ 1 [F723 一 WA ] 


一 了 2 一 2 4 

一 工 2 一 工 1 
A 0 0 1 0 
一 了 1 一 1 了 … 


要 求 cosT 4。 计算 可 知 4 的 最 小 多 项 式 为 
mata)=A 441424+54-2=(4-1)*(A4-2) 
会 pA) 一 ,十 以 二 ,42， 朋 满足 
pl2)= Po+2B,+48, =cos2r—=1 
pl1)= Fo0+t+ B+ PA,=eosr=—1 
pp’{1)=P,+2P,= ~- rinr=0 
解 万 程 纽 可 得 Bo=1， 昌 = -4，8 = 一 2。 于 是 恒 求 得 
「 一 马 0 林 4 1 
-1 0 90| 
0 0 -1 0， 
‘2 0 0 8 
从 工 述 的 分 析 与 计算 可 以 看 出 ,这 种 方 兴 浴 并 了 对 了 及 忆 的 计 
而 去 求 p(A)。 而 给 求 p(4)， 只 须 计 算 .4 的 最 小 多 项 式 及 数 
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vosmT A= plA)=7 -44+2/A*= 


泪 


值 耻 fi (i 二 1, 2， "ry 如， j= =-D: 1 {1-1) a 我 们 
把 上 面 的 分 析 综 合 为 下 面 的 定 弄 : 
定理 4.3.8 设 方 阵 AeC"*" 的 最 小 多 项 式 为 


ma A)= (和 1 


r=1 


在 一 个 次 数 低 于 5 的 多 项 式 p( 人 2) , 它 与 4) 在 /A 的 谱 点 4 ，4,， 
| 2 上 上 是 一 至 的 ， 其 

六 人 (一 DT Ooi, i=1, 2, ,9 
着 且 使 得 


且 s 二 器。 而 ACD= 加 ai 4 为 4 的 收 伊 级 数 。 则 必 站 


1(A)=p( 4A) 

上 这 定理 中 的 pL4) 及 叫做 (4) 的 在 4 的 谱 上 一 致 的 多 而 
式 ， 简 称 谱 上 一 私 多 项 式 。 

推论 4.5,9 攻 AtC"*"” 为 块 对 角 阵 

4 一 上 iagf 4， oy A,) 
日 级 数 (4)= 之 441 收 合 ， 则 有 
fi AY=iag( (A1), f(As), ny Hi 
证 明 显然 有 
1{4)= Jim Za A' 


本 
m > Jiag(G Ai, A Ais “ny qT!) 


和 
= dag (Lim a A tim S er A41) 


二 一 6 了 = 日 不 一 co 一 


一 diagfr 4 )， “oy CCA.)) 
推论 4.5.T0 巷 


~ 241 ~ 


且 /az)= 六 oi 4 的 收 伍 中 径 为 六 ， 又 1 << 玫 ， 则 据 Lagrange- 
Sylrester 害 于 在 

fC f= Sa 
A) 0) OD er 


| ， | 
. . [i 

| i 六 

0) | 

. ea) 加 


愉 上 浸 推 认 可 知 ， 妆 4 相 伺 于 对 角 阵 时 ， 
A= Paiagt yi， 用 A.YP™! 


而 级 数 f(z)= 号 <i= 的 收 伍 中 径 为 及， 生 PCA) 寺 情 ， 则 立即 


可 得 


fA)= Pdiagt f{ 41), fd4,)s 屿 二 汪 | fA PPT! 
特别 有 


et= Pdiagtet1, elzs, 7, ein 
e!'A=Pdiag(ei1!, eet, ein YP! 
“sin A= Pdiag fs 和 asia ws sind, PT! 
sinCt A)= Pqiag (sinAift, sindst, *) si 
cos A= Pding (cosAys: pogs 庆 9 cos4 JP 
os tf A — Paias Ceosd yt, cosdaty we, cos st) DP 
利用 谱 上 上 -一致 多 项 式 计算 祭 阵 函数 是 计算 矩阵 两 数 的 一 种 帮 
法 ， 但 决 不 是 众 一 的 : 用 最 小 多 项 式 来 确定 谱 上 一 到 多 项 式 也 不 
是 最 有 效 的 方法 。 因 为 给 定 4， 求 mx(4) 也 不 是 轻而易举 的 。 所 
以 在 数值 计算 中 经 常宁 用 逐 式 允 近 的 兴 法 。 尽 管 如 此 ,Lagrangc- 
Sylvester 定 理 给 出 的 结果 在 理论 上 及 工程 应 用 上 都 仍 是 重要 的 。 


第 四 节 函 数 乒 阵 的 微分 与 积分 ， 

徐 取 的 标量 画 数 的 微分 
在 卫 宪 徽 分 方 各 组 时 ， 为 了 简化 为 对 拒 阵 的 研究 ， 震 要 考 虑 
以 函数 为 元 素 的 年 阵 〈 画 数 年 险 ) 的 微分 与 积分 。 在 研究 某 些 优 
化 问题 时 ， 财 要 磅 到 基 些 年 阵 标 晤 机 数 的 求 导 。 这 里 作 简 童 的 介 


绍 。 


妇 果 媳 阵 4=(a00) 的 征 个 元 素 邦 足 变 虹 二 的 两 数 aij (#2)， 
则 称 .4 为 一 个 画 数 短 际 ， 记 之 为 A(1)。 药 tela， 5)， 则 称 AC1) 
是 定 饼 在 (4u，5) 上 的 ; 及 若 每 个 41 ;(1) 在 tq，4&8) 上 连续 、 可 得 、 
可 积 ， 赚 称 .AC 站 在 (Ca, 5b) 上 是 连 绪 、 可 微 、 可 积 。 俩 各， 当 te 
fl ，2 了 时 ， 


sint rosf i ， 
sind! ， ; 1 si f 
A eo (= = 
i : , 
| 1 总 137 | 1 | | Sii 亚 站 
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者 旦 可 航 、 可 积 的 两 数 阜 隆 。 严 格 定 义 如 下 ， 
定义 4,4.1 营 对 一 切 * ， 了 都 有 
lim 如 和 一 证 De 
则 称 寻 ff 当 拓 > 时 天 4 三 (ar 站 为 机 上限 ， 竺 记 之 为 
limA(t)= .4 


其 利 立 可 以 是 士 eo。 
定 党 4.4.2 如果. 和 在 1 二 a 处 有 定义 且 
lim AC 1)= Ata) 
赔 称 AC 在 ! = 一 < 处 连续 。 
定义 4,4.5 如 果 极 限 
im CA A A A? 


存在 ， 则 称 4(?) 在 1 处 可 微 ， 并 把 上 述 极限 时 微 4(1) 的 导数 ， 
记 之 为 47010) 或 400 94 。 
据 定 沈 可 知行 
CD 人 af 
着 且 有 如 下 结论 : 
定理 4.4.4 
1， 着 4(C0， 如 (为 辣 阶 可 微 钳 阵 ， 则 


区 , 本 od 

EAD +t BOUND A + gr BCD) 
2。 苦 AL?)，BC) 分 别 为 mm xn ax 阶 可 微 矩 阵 ， 则 
da 可 < 
站 (CAD BN)=( 4D ) B+ A BO) 
3. 苛 ACD) 放 微 有 x 二 1) 关于 可 向 ， 则 有 

9 00) 一 人) Fo AC) 

4， 党 AC) 与 401(29 往 可 微 ， 章 
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-9 CA Cr 一 一 A DAO) AT 
证 明 1， 2，3 是 明显 的 ， 只 证 4。 由 于 
了 [站 CH)=I 
上 式 两 端 关于 同时 求 导 有 
A DAT + ACH) TF (11))=0 
从 而 得 到 
-AND= -AN da) )4 -6) 
注意 ; 了 天 二， 有 是 不 有 首开 的 ， 而 画 数 氟 阵 
2 与 4 一般 竹 是 不 可 换 的 ， 所 以 4 中 的 公式 每 标量 画 
数 的 求 导 有 差别 。 
类 似 地 可 定义 4 六 的 积分 如 下 : 


定义 4.4.5 若 AC1) 的 每 个 元 索 aij(t) 都 华 [a，5] 上 可 积 ， 
别称 .40 在 Ce，5- 圭 是 可 积 的 ， 并 规定 


f Aca [fe (#1) di | 


据 定 六 及 微分 积分 的 知识 易 知 : 
定理 4.4.6 


1， 着 4(1) 在 [le， 的 上 连续 ， 则 对 任 一 fa 区 ,nds 
可 微 ， 及 有 


af sf Cr )dr)= :ACEY 
2. 省 407 7 在 [4， b1 上 连续 可 微 ， 则 有 
站 (人 ds 4(s)jdsr = A(I)- Ata) te[e，b] 


上 面 是 把 标 是 西数 的 菜 些 构 念 形式 上 扒 广 到 西数 矩阵 ， 没 有 
什么 新 的 办 容 ， 只 是 襄 灶 上 的 说 明 。 这 些 内 容 下 一 节 要 用 。 现 在 
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外 绍 某 些 夭 阵 标量 甸 数 的 微分 ， 间 给 出 应 用 约 昼 子 。 在 众多 的 算 


阵 标量 责 数 中 ， 以 年 阵 的 迹 、 行 列 式 , 范 数 最 为 重要 ， 因 为 它们 
有 很 多 应 天 ， 且 有 朋 硝 的 表 还 式 。 


定理 4.4.7 车 .4eR"*" 是 给 定 的 答 阵 ，XeR"m*” 是 年 阵 变 
量 ， 款 的 奈 量 醒 数 为 
PA)=tr( AX) 


误 | 3 j=4 


证 明 因为 据 迹 的 定义 有 


则 有 


p(X AY Y= > CAXY,s 


故 有 
2 一 16 lei 1 < 
从 而 得 到 
er 


定 捍 4.4.8 车 BeR"*" 是 给 定 的 矩阵 ，XeR"*” 是 短 阵 变 
量 ， 德 阵 的 标量 茵 数 为 
p(XI=u XTBY) 
则 有 


De <[ Bp 
OX =L dxsi 


|=BX+ BX 
。 。 Bp 
转 别 当 召 为 对 称 降 时 ， 才 多 二 2BX。 
证 明 由 于 
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(X7BX) 一 之 naborYis 


ORICATBX)=T FT Pb 


ml 了 = -1 


恋 有 


99 站 
3x = bir + 2 br xh 


路 -[3] -art er 


定理 4.4.9 阁 4eR"*", BeR"*" 是 给 定 的 短 笨 ,六 eR"™” 是 短 阵 
则 有 


P(X) AX B) 


oP ~[_ 92 1 rpr 
避 芷 2 元 ] 4 3 
证 明 氮 迹 的 定义 写 出 


(= > 六 Sa, sxerds 
ml 上 st 1-=1 


从而 种 
9P _ 可 ry 
Doxa 二 之 ,ooipis 二 之 (4 让。 
dP _f_ 3p 
3 如 -=| 5 |=4B" 


注意 ， 定 理 4.4,7 是 这 里 的 特长 情况 。 
定理 4,4,10 若 朱 阵 变量 车 e RR"*?* 的 行 到 式 dat( 天 ) 夺 0， 标 
量 琴 数 为 


P(X)=det(X) 
邮 有 


oF OP 国 
3 A se ] -GeCX)DCOCor 


~ 247 ~ 


证 明 设 *,， 的 代数 余子 式 为 革 ;;， 则 据 行 列 式 的 展开 定型 有 
{X=de(l YY) 一 之 xi 1 


故 有 有 
pr 2s 7 二 1， 2 ， + 
2 一 [ 们 ,7 
而 [下 ,TeR"*" 是 乱 隆 全 ?的 伴随 捧 陈 ， 从 而 有 
名:=[X 1=(de( XN)CXT)? 
下 面 举 开 个 应 用 的 例子 。 


例 T { 欧 氏 室 间 的 线性 氢 合 ) 在 m 维 欧 开 空间 R? 中 ， 给 
证 训 个 点 

五 ;一 (Yi wd re ?= 2 
欲求 一 超 于 而 

HH, KTx= ho 

其 中 区 一 {hj 有 a1" Xm)? 使 得 务 
点 PP; 到 日 的 距离 古方 之 冤 为 最 小 。 这 样 求 得 的 右 汶 点 织 1 Pi， 
PP } 的 最 小 二 科 线 性 拟 合 。 畦 别 当 m= 二 2 时 ， 便 是 最 
党 用 的 平面 上 点 组 的 线性 役 合 。 

和 解 ” 很 显然 ， 忆 ,到 吾 的 距离 换 平 方 为 


KTP,—k 3 ， 
?= 0 KTK o) - 1 二 1]， 2 ， oN 


( 它 是 二 维 情况 下 公式 4 二 Jax 十 By 十 cAN a 十 5 的 推广 》 从 
而 渚 点 PP 到 故 的 中 开平 片 之 和 


,一 六 {2 一 sds KTP, ho)? 
i KIK i F 0 


很 显然 ， 超 平面 互 ， 
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i 


其 一 下 十 志和 十 十 下 mn 一声 
随 着 方程 的 肥 数 Ri，Ra ，… 《它们 构成 的 向 量 环 为 女 的 车 向 
最 ) 的 改变 而 改变 ， 所 以 是 并、Rn 的 划 数 ， 讽 会 ?二 stk,， 
RkR,， wii | ks Ru 我 们 的 目的 就 是 要 确定 一 组 及 。， BE, i Rss 
使 5 渤 到 极 小 。 丛 使 : 述 到 极 小 ， 共 中 的 一 个 必要 条 化 尽 


2 
= Krk (KP -ho)=0 
从 而 得 到 
1 LL 1 a 
k= KTP,— kK"( > Pp,) 
现在 命 
F =- 六 - 立 忆 
宪 显然 为 N 个 给 定点 的 几何 中 心 。 俯 而 有 
ko=K?TP 

五 ， KT{(x— 五 ) 一 心 

这 表 即 扼要 求 的 最 佳 拟 合 超 平 面 一 定 过 中 心 严 。 这 时 栈 数 


NM 
s = RIR KTP ho) 


. 


N 
苛 合 i 二 Pi -PeR"， > YYT= AeR"*m， 则 据 KK?Y ,= 
| 
Fit 开 可 得 


1 Ei 
KTK 之 [KY,]? 
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一 天 7 YKTY YIK 
了 一 1 

一 人 的 
二 Krk: i 


RF RTAK 

苗 峙 爹 乙 二 天天 有 ,中 天 和 二 WE , 则 ZH =1, 这 时 ， 
原 米 求 多 元 图 数 8 = 天 7 4 天 VKTK 的 极 小 点 芝 的 问题 ， 就 变 成 
王 述 条 件 航 得 问题 

min 2Z?.1Z 


外 芝山 一 上 

D1 入 Tagrange 配 于 4， 从 成 无 条 利 概 值 疝 题 ， 即 求 

$3, A) 人 FT AZ+ACLTZ -1) 
的 极 小 点 。 为 此 ， 设 (2Z0，46) 为 谈 栈 数 的 极 小 点 ， 据 微分 学 
的 逢 订 ， 厦 用 秆 阵 标量 两 数 的 求 导 公 式 【 定 理 4.4.8) 便 得 到 

9 四 

a7 Cr 

a 

D4 《20 AD 
由 这 二 个 方程 可 得 

AZo= -AZ， 72, 1=1 


=2471+2707 0= 0 


0} 


ZZ 1 0 


HL 
minSCK)= A, 

切中 4nin 为 短 阵 4 《至少 是 于 正定 阵 ) 的 最 小 等 征 值 。Z 为 -1 

的 对 应 4wia《 王 一 40) 的 单 葵 特征 向 蝇 。 从 而 可 以 断 冲 ;: 

1. 要 求 的 超 平 面 珀 过 五 : 

2， 第 4ain 汐 4 的 弟 畦 征 值 ， 则 对 应 4 有 肉 一 的 独 谤 的 
特征 向 是 so， 从 而 过 玉碎 Zi 为 疆 方 向 的 吾 是 队 -的 要 求 的 超 
平面 。 
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3， 着 对 应 4o1s 共有 个 线性 独立 的 特征 向 量 { Zr} ， 则 
过 PP 以 Zi 或 {2Z;} 的 线性 组 合 为 法 方向 的 太 都 是 最 佳 拟 合 超 平 
面 ， 有 无 穷 多 。 特 别 是 当 > 二 m 有 时， 过 的 任何 吾 都 是 最 佬 拟 合 
超 平面 。 

例 2 ”给 定 4;,eRrx"，D;eRn， ii 一 1，2，…，A。 则 yeRs 
是 画 数 ， 


f= NAb 
的 极 小 点 的 充分 必要 第 件 为 。 x*。 是 方程 


(S454 )*= S$ ATb, 


的 解 ， 或 方程 组 
Al bi 
A; | -| Db, 
和 光一 * 
A bs 
的 最 小 二 乘 解 。 


证 明 ”必要 人性。 由 二 
[x)= Ax-bl? 


二 FAs bi) Asx-b1) 


= ExT ATAix -2xr485 + 68761) 
车 x, 汶 f(x) 的 极 小 点 ， 划 讼 有 
af | AF_a ; | 
ES 


n 


贡 ] (S414 ) «= SD ATb, 
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就 是 说 xw 是 方程 


4 b, 
4 | 6， 
4 


的 法 方程 ( 六 44， jx 一空 45 的 解 ， 当然 是 方程 的 最 小 


二 飞 解 。 
充分 性 ，x 为 方程 (* ) 的 最 小 二 乘 解 , 据 定 多 它 诬 该 是 醒 数 


f(x) = 空 利 44x-bi 有 :前 极 小 点 。 


例 5 (约束 最 小 二 怀 问 题 } 给 定 AeR"m*” 且 是 列 满 秩 阵 ,ze 
R"，BeRR*x" ，de R(B)。 试 求 约束 极 小 化 问题 
min | Ax -#1 
Fx=d 
的 解 。 贡 就 是 求 画 数 x) 二 上 .4x 一 5 上 ?在 约束 Bx 二 dd 下 的 极 小 
各 和 慨 小 信 。 
解 引信 Jagrange 乘 子 24eR"， 化 成 党 价 的 约束 税 慎 问 
题 : 合 
pixs A)= A bl +2AT Bx -dd) 
其 (xo 9 40) 为 FCx， 的 极点 , 则 应 有 


Ee 网 ,二 2 和 4xo -282 有 4 一 
| 
| 
5 2Bxo ~ d)=0 
"0 
说 胃 航 点 ( xp， Ao) 语 满 足 方 各 
ATA BT Xp ATh 
[ 7 j=[%,] (**) 


注意 到 
fF Ar of Fr 
tl gd; -e474 


a 
| OX 
~ 52 


是 正定 阵 ， 故 xs 必 为 f(x) 的 极 小 点 。 在 方程 ( * * ) 两 端 左 乘 上 
满 秩 阵 〔 邯 进行 和 等 变换 ) 


fn 0 
[ar 7 


便 得 到 

AT4 7 ， AT™E 
| 0 一 引 A4A4) | | 于 |-[ ,ger -1are] 
解 该 三 程 组 便 得 


4o—[L BCATAY ! BT] VLBATA) ATh-d] 
xo=( (AT A TB- BTA,) 
f(xo)=f(( ATA) (ATb - BrA)) 
例 4 在 信息 论 中 Shanuon 引 大 了 灶 的 记念 ， 随 机 向 量 XeR。 
具有 绝 素 千 度 六 三 )， 其 糖 定义 为 
H= -ELlogp(X)] 
其 中 巨 =[o{ 孔 记 表 示 对 随机 变量 二 的 画 数 ”w( 必 ) 取 数 学 期 望 。 由 
此 建立 了 统计 理论 中 极 小 化 币 大 炳 的 估计 方法 。 还 证 明了 当 所 为 
高 斯 分 布 时 ， 共 精 开 = 3 log (det 工 )+ 一 -aflog2r+ 1) 达 到 极 


大 值 ,其 中 之 一 已 。[《〈 -8 和 -7] 为 二 的 协 诅 差 阵 。 人 在 最 人 
线性 无 信 估 计 中 ，Cramer-Rao 不 等 式 的 推导 也 要 涉及 到 对 和 阵 的 
标 苦 画 数 

ot) = log dectgaz ) 
的 求 导 。 为 吡 ， 给 出 一 全 结论， 


在 年 阵 集合 
如 二 {六 eR*"|XX 是 正定 对 称 的 } 
上 定义 两 数 
TCX)=Iog det YY ) 
则 有 
3f AF 3a/ . - 
a Ox j=x 
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证 明 谨 到 =(Cxzoyxio 的 代数 信子 式 为 车， 则 对 入 的 
伴随 护 阵 aaj 邯 求 进 ， 布 
《adj 人 Di 一 XCadX)= (dct )I 
XadjX ); r = > i EN :==delX ， fi 二] 2 
上 面 最 后 一 式 两 端 同时 到 对 数 ， 便 有 
f OXI log (detX)= log( TS xs 1 ) 
入 = 二 1 
理 关 于 x,; 求 导 ， 全 有 


上 站 [人 
2 一 Dl, 2 
"i 人 i 
从 而 得 到 
of raf MX R71 
OX | dxij 上 = det{ XC 7) 一 (大 了 一目。 


第 五 节 ” 短 障 分 析 在 微分 方程 中 的 应 用 
在 数学 或 工程 技术 小 ， 经 常 要 研究 一 阶 微分 方程 组 : 


XA Sa +t) 
ot jl 
人 TO 一 ci 一 1 ， 2 i 


如 果 记 
CT X(t), 辆 击 民 和 
0 一 (Ce ea 
二 (9 人 TO 
ACt)=Ley;(t) laxr 

是 十 过 放 人 程 组 订 写 为 


人 = A x + g(t) 
[ 


| x (0)=—e 
大 家 莉 很 的 悉 ， 和 如果 1 一 1，A(1)=a， 上 面 力 程 便 音 
{tymax(tt}+ olt) 
Xl(O0)=e 
对 方程 称 项 ， 莱 上 积分 因子 e™'， 便 古 


9 {e sxtt))=e og(1)- ae ‘x{t)=e 1) 
商 边 甘于 5 在 [909， 二 上 取 积 分 ， 得 到 方程 的 解 
(roctf eo ys)ds 
日 


这 是 很 简单 的 一 个 问题 。 现 在 我 们 末 蝙 的 是 一 全 刷 纸 阵 形式 给 是 
的 方 程 给 ， 能 徊 作 类 仆 的 处 理 听 7? 下 而 进行 分 析 。 如 果 4 区 是 
常数 祭 际 4， 则 方程 呆 


-4 人 9) 
上 
x{0)=e 


能 舌 旬 前 耐 样 ， 几 一 个 积分 因 于 去 潜 上 办 程 
tC1) ~ Ax(tt)}= 9(1) 

的 是 端 化 成 荃 徽 分 的 形式 ， 然 后 取 积 分 得 到 解 呢 ? 即时 可 以 的 
话 ， 这 个 积分 因子 起 什么 7 稍 作 分 析 怕 知 ， 前 过 之 所 以 月 积分 因 
子 e “能 获得 成 巧 ， 是 因为 

1. et! 杭 得 dle orxft 一 eft-ae tert 实质 
卡 已 内 沪 人 

2 对 和 任意 的 上 R，e ”二 0 让 积分 后 除 以 e 得 到 x(i)= 
escth en gs, 

这 样 分 析 之 后 ， 便 很 自然 地 想到 玫 积 分 因子 -4:， 因 为 我 们 
能 娘 罩 出 下 列 韦 岂 : 
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第 一 ， 级 笋 多 “4 一 对 任意 的 AeR"*" 及 1eR 都 是 收 


| Se 


第 二 ，e-t4 与 4 是 可 变换 的 ， 基 4oe 4 一 e 1A， 


一 -如 -4 SS CHA" 一 一 ! 本 
第 二 ， 末 7 6 了 (ES nl )= -Ae 5 


第 四 ， 对 仔 章 的 teR 及 4eRT dete 4)as0， 即 e 4 可 
授 , 且 e™'4 二 (e114) !。 

前 三 条 是 显然 的 ， 而 第 四 条 包含 在 下 面 的 一 个 定理 之 中 。 

定理 4.5.1 误 .14， BeC**" ,ieR， 则 洛 

1. det(@41)=e rr) 

2, (er4) 1 一 ee 14 

3， 泌 A4B= BA， 便 有 


EAB 1 eAt BR 一 BE oft 


到 
了 


证 明 若 4 的 特征 慎 为 41，4。，…，4,， 则 tA 的 特征 值 为 
te!' 的 特征 慎 ( 据 推论 4.3.,10) 为 e*1'， 
e*2， 8441, 亿 而 据 答 阵 的 行 充 式 与 特征 慎 之 间 钧 关系 可 得 


4 下 ER LD 
Jet (Cet }=Te it—eti=1 一 中 Ltd 
i=l 


和 明 于 er 人 和 0, 豆 e 人 总 是 可 省 的 ,这 便 证 明了 1。 根据 定义 及 
AB= BA， 吕 得 到 
《4+BI 一 > _i"(A+ B)” 


， nl 1 (A+ BA=A(A+ BY 
BLA+ BY"=[ .A+ B)"B, 痊 一 1，2， ， 
更 构造 一 个 函数 第 阵 
C(I)=e (AtHI 1 op At ep Nt 


两 问 关 于 + 求 导 懂 有 
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CF A+ Be +h; {oe Atepe 2! 
~ grAtBte Ne At a ge Bt Gg AB og rt Be Bt 
(A+ PD- A- BYetAtlt ,eAt er 一 站 
这 表册 C( 门 是 党 数 筷 阵 ， 故 有 
Ci 一 CD 一 ee 87 二 了 
环 划 ] 


同 理 可 证 


尾 别 取 召 = - 4， 从 上 面 两 式 可 得 

ese 4 一 了 ，6 Be8 一 了 
这 佐证 摇 了 (ed 一 e 4， {es) i=e #, 失 而 有 

pt pt a E23=e 得 妇 寺 
顺 饶 也 证 明了 了 ， 对 任意 的 在 民 ， 及 4，Beev 有 
e 4 一 (era4)m1 
eH) t= et Est 一 gar. gtAi, (AB= BA) 
慎 得 注意 的 是 ， 当 A524 时 ,e183 汪 gfese 人 i 二 ei， 

e4 可 以 是 不 成 地 的 。 例 如 我 们 取 


0) 0) 


则 有 eA=7+(e-1)A4, es=7+(e-1)B 


e: —{e—1)? E? 0 
eA ea 人 1 ， ) ， oar3=( ) 

有 了 了 上述 的 准备 ， 常 系数 微分 方程 组 

L(t)= Ax(tt)+ ot) 
x{0)=0 

就 可 以 象 标 最 方 答 一 样 求解 了 。 因 汰 有 

oi 

XCDI=e M(t) A = A At) 
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故 两 端 基 于 s 在 [ 0 ，t] 上 上 到 积分 可 得 
ex 人 CO- x0 = ot gs 

两 端 局 时 乘 短 陈 。4!， 俐 得 到 方程 的 解 
xmed0x(0) 二 全 ee gds 


很 容易 验 还 x(t) 是 方程 的 解 。 肥 于 给 定 4，e 生 如何 计 算 ， 后 而 
哥 作 介绍 。 
对 杆 一般 的 A(1)， 龙 否 有 一 个 类 位 积分 因子 的 画 数 答 陈 
Fr， 具有 如 下 性 质 : 
天 fi 一 一 天 (ft JAC FONDEO0, FCO0)=J 
如 单 存在 ， 则 在 方程 
Et) AHYIx{t)= 9g(#) 
丁 虹 左 习 下 (1)}， 健 有 
NTPC T= FO POD AC x(E) 
= toc) 
再 关于 革 在 [0 ， 妇 上 上 取 积 分 ， 人 和 恒 得 
F(Dx(D-F(Ox(0= 人 PCs)g(s)as 
从 而 求 得 方程 的 解 
x (OP ADO + FR) ds fx ) 
现在 的 问题 是 结 定 了 .AC1)， 可 和 何 构造 (71)? (还 有 哪些 性 
质 ? 这 些 癌 是 各 比较 复杂 。 我 们 打算 按 下 壕 夫 内 考 虑 方程 的 求解 
问题 。 普 上 党 虚 齐 区 方程 = A(1)x(t) 的 基础 解 系 ， 或 基础 解 
阵 的 构造 :然后 证 骨 齐 坎 方 释 满 足 初 姥 条 件 的 解 旺 唯一 的 ; 最 后 
求 疾 齐 式 方 程 2 一 ACOD)x(f) HE 满足 声 胃 条 件 的 解 。 
对 于 线性 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 ， 一 般 是 这 样 定义 前 ; 第 
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一 ， 基 础 解 系 是 一 组 圣 解 ; 第 二 ， 这 组 特 解 是 线性 无 关 徇 ; 第 
沁 ， 方 程 组 的 经 个 解 此 可 用 之 线性 表 出 。 在 就 面 推导 的 绯 齐 攻 方 
程 的 解 <* ) 中， 合 gts)=0， 则 得 齐 欧 方 程 的 佣 
x txt 0) 
若 把 -1(1) 进 和 列 分 据 : | 
FE 一 [PFC 人， 

大 注意 至 x(0) 二 (ci ，cs， …， co)”， 则 有 

(一 ee 
从 而 说 明 齐 式 方 程 #4 二 ACE)xt1) 的 往 足 任意 井 始 条 件 的 特 解 都 
可 以 用 {YCi 站 Et， (fr) } 线性 表 出 ; 由 于 1(1) 
是 可 带 的 ， 扶 以 六， 和 ， ,了 ,(1)} 是 线性 无 关 的 ; 
据 假 设 玉 (= 一 下 (0400 ， 从 而 对 式 F710 FPC) = 了 两 问 求 
村 便 得 


CFD) PFD EL) 
= AACE Ct) 
刘 部 
= ACOY:C) ， 1 二 1， 2， “as Pt 


这 表明 FC1) 谣 居 由 尝 次 力 程 的 -一 个 基础 解 条 构成 的 。 前 面 所 
说 的 寻找 积分 因子 就 等 价 于 泽 找 基础 解 际 。 现 在 给 出 定义 : 

定 光 4.5.2 对 于 给 定 的 (C1) ,如 果 存 在 4s 阶 商 数 捧 阵 (1) 
诺 足 


过 人 人) 四 一 
二 CC) 


XC0)=7 
则 称 CD 为 微分 方程 2 二 A(t1Dx(1) 的 蒜 研 解 阵 ， 或 简称 关于- 
-区 的 基础 解 阵 。 
， 据 定 交 可 忌 看 冉 ,二 (9 的 笃 个 列 向 量 都 是 方程 主 一 -tx 人 
的 解 。 重 方程 的 满足 旬 姑 条 件 x(0)=c 的 特 解 世 都 可 以 用 皂 【 
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的 更 向 量 线性 宾 共 为 x(7) 一 革 (1)c。 半 于 鞠 (7) 是 区 可 递 ， 有 下 


面 定理 保 证。 
定理 4.5.5 ( Jacobi 恒 等 式 ) 营 4(1) 在 [0，8] 上 连续 且 


它 的 上 基础 解 阵 卫 (1) 存 看 ， 则 这 (+) 可 道 恒 
det CX CN =efo'" (4 ds 

证 明 说 A(1)=(o1i(t)) 关 对 X( 让 进行 行 分 类 ， 
(4) 


X=Lxi Ct)]=| YD) 


Xt) 
其 中 乓 划一 (人 Yi) xiatt), "ns xrialtt))s 则 据 


tr) 
一 


可 得 


dR A pF, 


EanONADN, jl 2 


据 行 列 式 的 求 导 法 则 有 


Xi) 
X(t) | 
过 s 
Let X= 之 det( X(t) ) 
Xt) 
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六 人 L(t) 3 


(1) 
一 之 act 人 之 er 人 AT 


-| : : 
: X(t) 


一 Ears det XA)) 


= A et KCN) 
省 ptt) 一 detl( 玉 (1))， 才 注意 到 8g00)==det( 人 (0))== 1， 说 助 
gt 在 t+ 二 0 的 充分 小 邻 域 办 不 等 于 0 ， 放 有 
= {As Dds 


vd 


从 而 得 到 


frreatsyy das 


det{ A (1))= g(t) =e"n 
通过 上 而 的 过 论 ， 可 以 看 出 方程 组 
$= A(t)x(i) 
x(0)=e 
的 解 的 存在 唯一 性 问题 等 价 于 基础 解 阵 亏 ( 站 -的 存在 唯一 性 问 
题 。 了 面 首先 证 明 过 (的 存在 性 。 
定理 4.5,4 如 果 AC7) 二 taij(?)) 对 等 个 te 昌都 连续 ， 则 对 
每 个 + 3 都 存在 它 的 基础 解 阵 革 (1)， 也 就 是 存在 4 阶 函 数 什 
阵 革 ( 门 满 迅 


名 二 


XO0)=JI 
证 明 对 每 个 给 定 re 62，A(T) 是 一 个 常数 人 矩阵， 我 们 规定 
它 的 范 数 为 - 


AO -BSC 
并 对 任意 的 ie 名 ， 定 义 丽 数 
ptD=apf ACO | lrl<lil} 
= { SEF [rl<ltl} 


显然 ， 当 s，1t 旭 有 电 满 是 1s! 所 | 时 有 (Cs}y utt)。 现在 通过 构 
党 生 阵 序 到 米线 得 革 (1)， 为 此 及 
和 上 一 了 


Xt)= 1 + ACOXA ds 


Xt)= 1 + As (ds 


Ft)= 1 + ACOX (ds 


然后 ， 证 明 序 列 { 到 of) 是 收 航 的， 并 证 明 它 的 极限 和 tt) 就 
是 我 门 要 得 到 的 瑟 [( 划 。 我 们 首先 建立 一 个 不 等 式 ， 通 过 它 证 明 
{ Ct) } 是 - 一 个 Canchy 列 。 下 面 先 就 i 守 0 且 1t 介 来 下 , 这 时 本 有 


XX) -了 sa | 


=¥5' (facas) | 


:一 > > [fe ts)ds 


让 | fos) lds 


了 i o 


= > ci 
时 


0 


国 f 中 sy 有 ws 
Ea ds eu 人 0 
1 XDA 全 DID -Xs 
< NAO LY) Xs 
<{ ws spss 


i 1 a 
< we 一 Br (A) 


-XC 


= | ACOEXs(S) -Xs) ds| 
< {TACO Xs) -Xs ds 
< a) ss)ds 


a ' 1 
< ds 一- 3 D) 


依 紫 类推 使 订 证 明 ， 和 革 一 切 0 亏 tt 昌 及 nn 主 0 都 有 


A 人 
XD -AD 
类 似 地 对 0 汪 1e 虽 ， 也 可 证 基 


Ks) XL CD 
ll ji- Gr 1 
结合 一起， 于 一 切 it 名 及 nt 之 0 有 


上 人 CCC) 
Cnt+1)1 
据 此 再 利用 范 数 公理 中 的 三 角 不 等 式 ， 对 任意 的 正 整 数 上 ， 都 有 
| 


I i) 


= CX 
< Xt) | 
“LD tt aD 
~ 产 ， 《7 十 荆 )! 一 ,之 ，， 了 
耳 于 右 端 和 式 四 的 藉 一 项 搬 为 正 画 数 ， 故 对 一 戈 疡 关 ， 才 在 
XA Xe > 


根据 e* 的 Tsylor 级 数 展 式 ， 可 知 


[3 


。 mo x 人 8 Y +1 g 
° = 这 A 和 (nt 1)r OCU 


大昌 当 x>0 时 ，e* 是 雹 击 数 ， 赦 双 有 ee<cer。 及 而 前 面 的 推导 结 
果 可 以 写 为 


| Xo) XA ES Ha dT 
i=n+l 11 
nn] 
el tt) Cle ) 


由 了 44 在 如 上 连续 页 对 任意 的 fe 昌 ， 痢 有 (1 过 oo， 从 丙 
Cll) coo, 四 此 杠 据 


EC 
ww (4 十 1)1 


恒 可 推出 ， 当 和 ，8ee 时 , 玫 二 二 一 征用 0。 这 说明 序列 
区 (所 是 一 个 Cauehy 列 ， 荐 且 是 一 狼 收 黎 的 。 据 定 史 可 知 ， 
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者 个 三 (5 都 在 名 上 连续 ， 南 其 极限 
XCE)=lim X(t) 


也 是 连 线 的 。 冰 根据 革 , (7 站 的 定义 ， 
Kr TL + As) Das (#*) 

上 式 两 问 到 极限 ， 六 秋 冉 - 一 致 收 雍 的 福 质 ， 独 汕 

XVI HAR ds 


这 起 有 明 我 们 通过 这 和 代 格 式 C# 关 ) 所 得 到 的 广 C) 满 是 工 面 这 个 积 
分 方程 。 如 果 计 方程 琴 问 人 1 ==0 人 代入， 使 有 这 (0) = 了 如 果 潜 
万 程 是 端 闫 十 了 求 导 ， 和 恒 到 有 
dk 
ef 
点 而 还 明了 半 (1) 便 是 了 0 的 一 个 其 栅 解 际 ， 当 然 也 证 阴 了 
于 (站 的 存在 性 。 
值得 揽 出 的 是 ， 定 理 4.5.4 是 一 个 构造 排 的 证 明 ， 它 给 出 了 了 
一 个 到 省 半 ( 站 的 选 代 程序 。 由 于 对 一般 的 AC 站 是 求 不 出 天 人 tt) 
的 精确 表达 ， 所 以 求 共 和 近似 的 方法 是 很 重要 的 。 当 我 们 放 二 不仁 
式 (* ) 求 极限 (1m 王 oo，# 国定 ) 时 ， 重 广 


| XCD XN eltstn HE 


一 二 


该 式 给 出 了 第 ”融和 进 代 的 庶 盖 街 计 ， 并 县 可 以 根 握 预先 要 求 的 寺 
度 ， 知 汗 贿 要 适 代 的 式 数 n。 

年 阵 和 反切 的 基础 解 阵 二 (的 存在 ， 音 味 若 方程 译 一 -Crf) 。 
xtt) 钙 的 存在 ， 而 旦 高 是 初始 条 件 x(0) 二 c 的 解 就 是 x(f} = 
革 (t}yc。 如 果 我 们 还 龙 和 能 证 明 -7) 的 基础 解 阵 是 叭 -的 话 ， 则 


很 容易 拱 出 方程 
T= ACtix(1), 第 (一 
的 解 也 关 鸣 一 的 。 固 为 车 有 了 酚 个 解 妇 昌 ， 近 向 ， 则 据 志 (8 的 唯 
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一 性 及 xft， yt 站 管 可 用 兴 () 禾 出， 加 x( 下 X(t)els 

y(t) 二 X(t)cs,， 旦 满足 初 刀 策 件 xt0)==y(0) 二 c， 则 俐 有 
0—=x(0) ~ yO0)= Oc- AON Cs E01 -C2 

这 说 明 c1 二 cs 天! x{7) 二 y(1) 。 现 在 转 而 讨论 .A400 的 基础 解 隆 

革 ( 拉 的 趴 =- 性。 如 果 天 (FFCD 此 为 40 的 基础 解 阵 ， 合 

Zi 一 (tt 人 恒 有 


Ed 
dt dt dt 
= .AC XC ACIIY EE) 
= A Z(t) 
Zi0)= XO0) -YY(0)—7 -1 = 
这 天明 Z() 沾 是 
A MZ 
Z{0)=0 


因此 ， 如 时 我 们 能 十 明 目 述 方程 的 解 之 (站 对 一 切 ie 虽 都 有 2Z(1) 
0， 草 | Z(7)== 半 (= 了 了 (C7)=0 ， 也 就 证 明了 上 础 解 阵 移 瞧 一 
性 。 

定理 4.5,5 和 如 果 A(7) 在 虽 上 连续 ， 且 Zt{) 潢 中 


1 = AC ZE) it 
t 


Z(0)=0 


则 有 Zt 二 0， 
证 明 ”| 而 交 微 分 方程 边 价 于 积分 万 程 
2Z01)={ A ZC ds, tel) 
仿照 定理 4,5.4 的 证 明 ， 分 


ett}=sup{ | ZirT) TEz SS 
吉 当 [sj 所 [| 峙 省 E065) 才 ECE)。 仍 设 0 坊 tfe 从， 醒 有 


lz -hf A 2 ds, 
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< LAN 2 as 

<) VEY ds tp Et 
上 20D = { A6208)ds 

< HAG Zs) as 


< ns)ds 


SE sds= ED 
依 下 类 扒 ， 便 推 由 对 一 切 4 及 0<<fe 但 有 


上 ZC#2 1 A DEDE 
闻 样 的 方 糯 ， 可 推出 对 一 茹 #1 及 0>fe 人 2 也 有 


NZ DED. 


nl 


A 


i ——— I O(n oo) 
有 而 证 明了 20 有 ==0， 即 Zt7) 一 0， 由 于 te 如 的 尾音 性 ， 吕 
t=0， 1 人。 


僻 全 为止， 我 们 完成 了 方程 


二 A(t)x(tt), x({0)=e 
隐 解 前 存在 与 唯一 性 证 明 ， 攻 昌 选 代 序 列 
Ct)=7 


X= + ACGIY ds, #0, 1; 2 


给 出 了 道 近 基础 解 阵 六 (71) 具体 可 行 的 淮 法 。 也 很 容 易 看 出 ， 妆 
-4 区 二 4 时 ， 上 上 上面 的 选 代 序列 为 


n+1 了 
Xo(t)=17, +t) = > 天 -一 0，1，2，， 
丰产 日 ! 


说 明 常 系数 的 一 阶 线性 常 微 分 方程 组 zs =.4x(t) 的 基础 解 陈 就 是 
要 
ff 1 
例 假定 在 方程 =A)x(D),x(0)=c 中 到 AD=[ 。 |， 
x(0) = (1, - 1)7, 求 方程 的 近似 解 ， 并 就 [二 过 0,1 的 和 情况， 估计 
近似 解 与 精确 解 之 问 的 误差 。 
解 ” 先 算出 基础 解 阵 忒 (1 的 逼近 序列 ， 


X= 7 
2 和 
1 9 
:Tr3 1 | 
XD=1+{|, 。 jas=7 十 ， pj 
I2 Ta 


iFr3s+ sy2 1+3c*/2 
ot) = r+| 1 
0) 中 2 十 382 go 1 ss al " 


-| 了 十 ] 
27 十 二 1+3t°/2+1*/8 
我 们 估计 第 二 葡 造 代 得 到 的 近似 解 帮 :Ci)e 与 精确 解 广 (1)c 之 间 


的 庶 闫 : 
Tx) Xcel = XO -X(N 
| 
3 
| < CO 旅 有 后 计 武 
lx -XA el [ilps(el ee . 
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公开 为 当 1 二 0,1 有 桂 ， 训 算得 
A(O T=snp{ AC iii eo.1} 
=sup { 21 +3| |7|0.1} =3.2 
从 而 当 |fi 才 0,1 时 用 


(ty Xa) er 0,32) 


< 


==- 训 -<0.025 
这 肝 的 近似 解 ， ， , 
, 1- +312/2- 13/2+11/8 
#0O= Xo) 2 se /a rs 8] 
下 面 考 虑 方程 $= 二 AC7)wx(t)+ 9g(1)，x(0)==c 的 解 。 和 标量 的 
常 微分 方程 一 样 ， 采 用 常数 变易 法 求解 。 设 该 方程 的 解 为 
x= X(tyi) 
其 中 针 (#) 为 对 应 齐 次 方程 的 基础 解 阵 ，y(1) 是 待定 的 限 数 。 夯 
所 基础 解 阵 满 足 方程 
名 (CD) 二 ACIYXCE), XO0)=7 
可 得 
CV + XO) 
= ACOACOOWI+ X(t g(t) 
= AtIDx+ X(t Y(t) 
将 上 式 代 信 方程 二 ACHD)xC1) + 9(1) 的 左 端 ， 并 与 右 端 上 比较 第 
去 相 钵 的 项 ， 便 得 


有 区 一 中 


(gt) 
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| t={ XC) gds 


yt) -0) = A) gd 


握 所 设 x(1D 王 CDyt 人 )， 歼 有 
c=x(0)=X(O0O0)= 7 0) =y0) 


(一 十 (CC 
= CLCO) TF XE) | X79) ds 


这 样 就 完成 了 非 齐 次 方程 的 解 过 程 。 


第 六 节 ”稳定 性 与 Lyapunov 定 理 
很 多 物理 系统 邦 可 用 一 阶 微分 方程 组 


= 4) (1) 


x(O}=e { 二 
来 摘 进 。 上 一 节 的 讨论 天明， 共 半 (7 为 A 和) 的 基础 解 陆 ， 则 坟 
程 的 叭 一 解 为 x(1) 二 车 (f)c， 它 既是 t+ 的 半数 ， 同 时 也 依赖 于 
划 姑 状态 x(0) 王 c。 所 以 我 们 吓 以 通过 初始 状态 的 摄 动 来 研究 
人 巨 对 解 x(7) 的 影响 ， 从 而 确定 系统 的 你 定性 。 为 了 强调 初始 状态 
c 对 解 x{ 让 的 影响 作用 ， 特 记 x 站 二 CIDc， 而 把 xf 一 
(0D0=0 时 做 万 程 的 洁 解 。 本 站 由 在 用 前 这 学 过 的 理 认 与 方法 
研究 方程 所 描述 的 物理 系统 的 稳定 性 癌 题 。 
定 兴 4.6.1 方程 (* ) 的 零 解 在 Lyapunovy 苞 区 下 是 禄 定 的 ， 当 
日 仅 当 对 任意 的 ae 二 90， 都 存在 Ba) 二 0， 使 得 对 一 团 1 守 0, | 
6(e) 隐 含 车 
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(Xe) he 
定义 4.6.2 者 方程 《* ) 所 撒 述 的 系统 在 Lyapunoy 羡 交工 
稳定 的 ,大 旺 对 从 任意 彻 嫩 状态 c 出 发 的 运动 xs 在 上 全 十 co 
都 收 伍 到 0 ， 寻 


lim xel ft) 0, 人 


则 称 方 程 【* ) 的 堆 角 中 “ 渐 近 轻 定 的 。 


dx 


例 1 方程 “1 x，x(0) 二 :的 零 解 是 不 稳定 的 。 

因 鸭 oft 扩 一 ee 对 给 定 的 s0 找 木 到 只 侠 硝 本 se 的 6Ce)， 
癸 得 le 1 OS 站 i| Ye (C4) | io 

例 2 方程 9 一 xsiri 的 宕 能 十 稳定 的 。 

因为 对 一 切 ? 都 用 x = 人 ee cejl cell 。 但 
基 不 吓 渐 近 稳定 的， 因为 极限 lime**"* c 不 存在。 


i 
例 5 太 程 -xx 的 党 解 是 浙 近 稳定 向。 


We -e ‘Je —30(>+o0), 
定理 4.6.3 方程 (*)》 的 澄 委 在 iyapuror 登 头 下 十 稳定 的 ， 
当 且 仅 当 .2 的 基础 解 阵 是 一 至 有 界 的 ， 昌 村 一 切 + 实 0， 存 在 
常数 7Y 汪 0， 和 使得 
| 
证 明 汉人 分 性 因 沽 xe( 站 二 入 (tc， 所 以 对 一 蕊 t+ 空 0 有 
x = Xe clel ye] 
眶 和 荐 统 5 二 /yy， 便 有 ec 有 所 56 隐 合 着 
| xt tl Re 
必要 性 ， 冰 xol1) 中 稳定 的 而 入 (让 不 证 一致 有 界 ， 则 全 (1) 
廊 少 有 -一 个 元 素 当 -> 50 时 站 得 任意 大 ， 不 妨 设 这 个 元 滋 为 
xi 晨 取 惹 镍 状 态 6 = (0, 0, tt， 0，0，…，0)7， 
此 第 了 个 分 最 xz 不 为 需 , 其 余 分 虹 蕴 为 替 。 这 时 xueft) 的 第 了 个 分 
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重播 是 ax;j(1) ,显然 不 管 & 取 得 如 何 小 , 当 1 一 》+oo 时 ， 
zxs1(1) 都 会 任意 克 ， 因 而 等 解 是 不 稳定 的 ,这 与 假设 矛盾 , 故 车 
者 佣 是 稳定 的 ， 了 (1) 必 是 一 狐 有 界 的 。 
定理 4.6.4 方 程 《+) 的 老人 解 是 浙 近 稳定 的 ， 共 充分 必要 
条 件 是 
Ji 1 (tf)=0 


证 明 翅 分 性 是 显然 的 。 必要 性 优 照 定理 4.6.3 用 反 证 法 ， 
读者 自己 洛 成 。 | 
当 方 程 C* ) 中 的 4ft 为 常数 给 阵 时 ， 其 解 有 明显 的 表 这 式 
xelf)=e!Ac 
后 以 它 的 稳定 性 有 著名 的 Lyapunov 币 据 。 
定理 4.8.5 (上 yapunor 判 据 ) 和 考 4 是 常数 囊 阵 ， 则 方程 


4 = 4x 的 等 解 是 渐 近 稳定 的 ， 其 赤 分 必要 条 件 是 4 的 所 有 特 
征 条 都 有 有 负 实 部 。 


证 明 当 A4= Pi Pi!, =diagt/, (C41), 了 (4s), “ey 
J 时 ,有 1"A4" 二 PdiagCt "J AD (CAL) ， 
fm 《Ar))P 1!。 从 而 有 


A A) 1 
“ “= 艺 ml =P[ 旬 这 mt 下 
忆 「 古 立 JJ4n-7rFr7 | PP-: 
= 外 咏 让 和 ci vi]? 
_ 让 nmi. ; fm ml 四 i 
-PB SU Em mr |? 
4 mi! tiUi. Dy 《下 | 
=P|@ 这 . 11 之 ， Cr 一 Ji 一 | 
让 Er 
=P Be Un) 1 je 
i=l j ”9 71 


I 


i 


I 


{ 
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证 rearfipi， 则 el 一 er fceos 有 isin 有 if, 代 基 上 趟 
后 可 以 看 出 Priet4P 的 千 个 元 迷 痢 具有 如 下 的 形式 fieri1 
fceos 万 六 十 isinpmrtye 因此 ， 交 了 -十 ceo 时， 在 

BO 站 ee 一 0 


本 所定 址 4 .6 ， 7 知 -4 光一 [zx 的 雪 解 是 浙 近 稳定 的 ， 当 县 仅 站 
i= Re(A1} D0, fi=1,， Ds rs No 

一 个 矩阵 -Crxr， 如 果 它 的 所 有 特征 值 都 有 入 活 部 ， 则 称 
才 吕 稳定 盾 唾 .因而 上 面 交 : -个 定理 就 是 说 :全 - 一 4x 的 需 艇 外 


渐 提 稳定 的 ， 当 且 仅 半 A1 是 稳定 外 阵 。 
类 位 的 发 灶 可 以 证 明 


了 
定理 4.6.6 ”入 4 为 常数 第 阵 , 则 - 站- 一 Ar 的 堆 解 在 Lyapune 


语 关 下 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 有 4 的 所 有 特征 慎 都 有 五 正 的 实 吏 ， 帮 
工 实 部 为 需 的 畦 征 什 所 对 应 的 Jordan 块 是 - 阶 的 。 

证 明 据 定 理 4.6.3， 具 要 证 明 上 述 完 分 必要 策 件 与 “e*4” 
是 一 至 有 异 * 等 价 就 够 了 :三 仿照 定理 4.6.8 的 证 明 ， 很 容 易 置 出 
ef4 足 -- 妥 有 界 的 ， 当 用 公 当 4 的 特征 值 要 么 有 货 实 部 ， 要 么 窒 
堵 实 部 ， 但 对 应 的 Jordan 据 是 一 附 的 。 

应 用 上 壕 的 沿 个 定理 米 逢 定 稳 定性， 要 么 计生 出 4 的 所 有 特 
征 值 ， 要 么 确定 4 的 所 有 畦 征 习作 和 揽 代 画 上 的 住民 。 前 资 决 非 一 
作客 易 的 事 ， 所 以 不 盐 让 行 。 后 者 亲 十 尾 征 值 定 怀 的 方法 ， 将 在 
第 歼 章 给 册 。 更 在 给 出 另 共 一 种 刊 定 万 法 ， 它 也是 Lyapunes 证 明 
汐 。 为 此 ， 先 证明- 个 引 理 。 

5| 理 4.6.7 设 工 ， 玉 srx9 ceC"m ，LeR 恨 ， 拜 合 ff)=- 
ee FE)= xHF x WH 

人 Af 


本 


、 dd ， 了 dx NH 
证 明 首先 有 有 六 = Ae! 人 =e!4Ae， 本 = 一 
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H _ 
ciertd 4 所 而 有 


| 


9 dx 
Lt dr xt x 


df 


于 HH 
一 cerer ee 十 crer- [ed 


= cgi4 (Ap -EF AYet te 
=x AF tr A x 
定理 4.6.8 (上 yapunoyY 定 理 ) ” 算 阵 .4e R"*" 为 稳定 捧 阵 ， 
当 且 仪 当 存在 了 瞧 一 的 实 正定 对 称 阵 六 满足 方程 
ATV+VA=-I 
证 明 必要 性 : 设 4 足 实 稳定 短 陈 ， 作 线性 映射 下 如 下 : 
FP: Rx >R"*" 
Mi- ATM + 
即 CA AT 到 4。 可 以 断 党， 下 是 一 个 可 道 的 肌 身 ， 基 
天 存在 。 为 此 ， 我 们 证 明天 的 坎 空 癌 CD) {0 , 任 取 ZE 
Am， 则 有 


F(Z) AIZ+ZA=0 
由 有 一 -7Z= 之 4， 下 此 很 容易 厦 进 ,对 任意 的 自然 数 k 太 ie 民 ， 
总 有 {了 47)*Z 一 Z(tA)*， 从 而 利用 算 阵 指数 画 数 的 定义 可 得 
到 . 


一 ， 42- 
et 一 


7 = oid! Zeid 
由于 A 7， 4 拘 为 稳定 祭 阵 ， 吏 有 
lin et = lim et4d 一 0 
让 二 oo 让 一 十 只 


以 而 推出 Z :一 0。 巾 于"! 存在 ， 若 取 玉 一 了 1 一 了 )，- 则 丰 
FA)= /AV + A= -1 
这 吉明 定 盔 要 求 的 玉 是 存在 的 。 共 实 叫 是 哈 一 的 ， 因 为 车 U7) 
二 4474 二 -了 上 时， 侦 有 
WW=8 i -1)=Y 
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留 下 来 的 工作 是 恬 证 明 信 是 正定 对 称 阵 。 因 为 
PAV)=ATVTHVTA=V A +ATV)T 
=—(y A AVI-=C-7)= -1 
所 前 证 叭 一 性 知 太 7 一 矿 。 为 了 证 明太 是 正定 的 ， 现 采用 民 证 的 方 
法 。 庶 有 莫 一 ceR" 则 css0 使 得 c7 玉 cs0， 则 取 x 一 edtc， 和 并 
作 二 次 型 
f(D=xV x 
从 而 据 引 理 4.6,7 可 得 


SL x7( A +VA)xX= x -IT)x= -x x0 


这 吕 明 六 7 对 一 七 1 民 都 是 严格 单调 下 隆 移 ， 表 而 有 有 
HCD)=eTV eed 
因此 对 一 切 1 字 1， 更 有 /已 了 (1) 二 0， 当 然 lim J(f)3e0, 但 据 


4 是 稳定 矩阵 应 有 
re“ 一 

jim FE 一 mecretd yet4= 0 

[re ft 
从 而 出 现 了 蔬 眉 。 这 表明 六 是 正定 的 。 

充分 性 ， 设 年 阵 方 程 47 天 + 六 4= -了 有 叭 一 的 实 正 定 对 称 

阵 广 ， 拜 售 14，P 为 4 的 转 征 秆 及 相应 的 特征 向 量 ， 即 dv = Av。 
作 二 芒 型 

Fr 一 (eat 于 天 
上 起 两 端 甘于 上 上 求 导 可 得 

Gf Aerto) Hy ely Atetiv) ety 

(N+ A DS AE) +» 2ReC 4d) 
据 和 二 420 可知， 对 任意 的 #5 都 有 (tA)"w 一 Cf4)*v， 夫 而 有 
{tA)" v= (fA)" y=gttv 
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fili}=(etdo) RV e! vy 


do 一 
af 一 一 《etdpz 3 末 @@ — — eital tH 


=—ge 2 7BatADOT HT 
与 前 面 关于 -性 人 的 推导 结果 合 在 一 起 便 但 


2f (tReet A)—= — et'Re yy 


亦 即 
2(etiv HI er tvRe({ 2)= aL*BReotA? wy 
爹 t 一 0 人 代入， 并 注意 怕 六 的 正定 性 ， 司 得 
Re{2)<0 


由 于 4 是 4 的 任 一 转 征 值 ， 走 4 为 稳定 年 阵 。 

上 述 的 Lyapunov 定理 把 制定 4 是 否 为 稳定 矩阵 的 问题 转化 到 
和 制定 托 阵 方程 4 + 4= -7 有 有 沉 瞧 一 的 对 称 正定 解 灰 的 问 
是 。 所 以 在 德 阵 理论 中 ， 尼 把 展 妈 

十 广 症 二 
的 些 阵 方程 叫做 Lyapunor 坟 程 。 美 于 这 个 注 程 夺 入 多 研究 论 光 ， 
这 里 不 届 证 朋 地 给 出 一 个 结果 ， 营 对 给 定 的 4，， 积 分 [ec'C 
ge'#dt 对 册 有 的 己 帮 在 在， 则 Lyara or 方程 4 二 六 如 = 忆 有 唯一 
的 解 | 
eee 


方 称 4X HB 一 C 对 一 团 C 才 有 解 的 充分 必要 条 体 是 4 + 
AsS0y， 其 中 4 是 4 的 竺 征 慎 ， ;是 如 的 特征 秆 。 相 第 二 意 我 们 
草 用 和 盾 阵 的 Kongekes 积 证 明 过 这 个 结论。 


第 七 节 ” 短 阵 丽 才 4 与 Laplaee 变 换 


由 于 给 阵 夯 数 e'“ 在 线性 条 统 理论 及 线性 算 子 补 姑 理 论 中 有 
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着 特殊 的 作用 ,所 坊 这 里 还 要 对 它 作 昔 痢 的 讨论 ,主要 是 考 虐 它 的 
一 种 计算 方法 ， 即 Laplace 变换 ,这 与 用 Laplace 变换 求解 线性 常 
系数 微分 万 程 的 思想 是 一 豚 相 藉 。 

在 上 节 ， 我 们 证 明定 理 4.6,5 时 个 挫 出 


GCT 
和 
显然 ， 要 想 通过 该 式 计算 e!4， 先 要 知道 4 的 Jotdan 标 淮 形 及 变换 
阵 忆 ， 这 是 很 困难 的 。 如 旦 我 们 把 块 对 用 阵 


CE 
| 入 下 让 1 
Pe 之 


|] 


了 了 
"1 “al (Ct i 
二 二 1 不 2 1 ~ -一 1 -yy 下 由 t > 一 一 -一 二 . 一 3 
ag (e ， 之 11 ° 这 11 
mn,—1 
; tkt 各 .. 和) 
f=0 了 
中 的 每 一 小 大 改 演 为 
"i 了 | mil : 
elit ~ (iE a ) 一 (一 -ec 
0 j! JS "i 
1 一 Tv 2， » 
寿命 
Ai= Pingttid,, Or, ， 站 了 了 
= I, er ni1-1， 
ss = Paliig(On,: 本 2 站 PP 
i=0， 1， is mn.~1 
Ass = Pdisg (fn, On, UP 
i 一 和 ?一 工 ， 
则 有 
9 nl {i k nl 1 
oS 
et rzo 4! eal 70 了 1 


例如 ， 若 4= Paiag(7s(2)，ys(3)P-1， 则 便 右 
eA=e@' Pdiagt as OP lter' piagl tis, Oo)P 


i 下 一 
to ee PdiagtUs, OP i 
t+e'Pdaiag( Os, oP li+tes’ Pdiwg(Os, Uo) PT! 
12 
一 ee 十 ie dA:t+ 21 elt di 二 es Ao 
+ tes' ds 

立 ni-1 1 

一 —e (A =2,A,. 9.N 二 3,n" 2). 


zz i 11 


趣 果 我 们 正 A 的 所 有 年 异 特征 慎 ， 并 职 
所 是 铝 大 【四 maxfme }), 则 ee 上 还 可 直 一 步 写 为 
oe B, 1) 
县 由 如 是 导 4 同 阶 的 常数 王 阵 。 例 妇 前 面 鸳 例子 中 的 ee 就 可 
Er | | 
fz 
pr 一 er { 本 0 ff A -: 2 二 一 i Tar ) 


了 人 fs {10 
gr _ 3 . 5 tis 
十 如 【 -fo T fa 21 31 上 4! 


这 样 表示 ， 我 们 可 以 借助 求解 多 项 式 


m1 了 
P(N)= ET -Bi 


了 = 
本 ET 


的 方法 来 计算 e' 4 无 须 先 求 .4 的 Jorlan 标 浴 彩扩 变换 阵 。 这 就 是 


下 而 可 介绍 的 Laplaee 杰 换 。 
定义 4.7,7] (Laplace 变换 ) ， 设 se&， 和 (1) 六 WxH 的 方 


隆 ， 游 积分 
(= Xe di 
存在， 则 把 (30 时 做 让 (的 Laplace 谈 换 ， 并 记 作 必 CA(1))。 
~ 279~ 


根据 算 阵 面 数 的 积分 的 定义 ， 显然 有 
| 
定理 4.7.2 阁 常 数 搜 阵 4 的 所 有 特征 值 4 都 满足 Ref4o< 
RefsJ， 则 六 
{er =(sT— A)! 
证 明 ”根据 广义 积分 的 定 头 ， 应 有 有 
Her = 1m) ee dt 


Tt 


ft 
一 - | ea! iA—sI) A 


[于 于 Beghy<Reftsy， 杉 = 不 是 4 的 特征 久 ， 人 只 而 (A457) 是 可 
送 的 。 且 因 C4 -57 了 7) 的 畦 征 慎 有 负 实 部 , 鼓 CA- ss) 是 稳定 短 阵 。 
从 而 有 JIime Dt 一 0。 交 这 一 结果 及 到 字 (e' 信 中， 入 有 


出 
et) 一 im | Ed 


fe 日 
linf 一 7 ie! 《4 
人 |， 


一 in( A- 87) [e's 了] 


= 一 (s7 -4 

醒 撕 Laplace 变换 的 定 关 ， 很 容 世 导 装 下 列 性 质 。 

定理 4.7 ,3 说 标量 两 数 fC) 及 生 阵 击 数 于 (1)，Y(01) 的 
Lariace 蛮 换 都 存在 ，4 是 常数 年 路 ， 由 

3 ECA = LF) A 

2, ZEANCHN) = AAALACL)) 

3,. ZOACDTYIHD= EACDT EOF CH 

因为 标 量 南 数 电 ee 和 的 Laplacc 变 换 鸭 


n 
P10) = yt n=0,1, 2 mr, 
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其 中 Re{4)<Re(s)。 及 轩 为 短 阵 数 e144 可 中 为 
故 据 定 音 4.7.3 中 的 性 质 ， 可 得 到 
Fe')= SF (en ‘3 A ) 8 B,, 


vv ml 


和 1 7 = CE 7 Bus 
从 而 得 到 等 式 
v m1 1 
{sf —- A) 一 之 CA Bj; 


我 们 的 上 的 训 是 想 通 过 这 个 等 式 把 诸 B;; 确定 下 来 ,以便 得 到 
e'4 的 显 锥 表达 式 。 为 此 ,要 利用 (s7 - 人 的 人 和 RHCo7 2) 
及 行列 式 |s? ~ 4] 来 守 示 (si - AY!， 


《sz — .A4)! Le 一 A) 
蔓 举 一 例 ， 上 以 示 说 明 。 
1 4 
例 营 4=[。 ], 则 der(s7 -4)=(s+2) (s-5), 数 
3 2 


etd 一 esCT+Te DD， 其 中 忆 ，D 汶 常数 际 。 另 一 方 匾 ， 肥 有 {对 
上 式 两 端 取 Taplace 变换 》， 
_ 3 一 2 4 
{si— A) ne 3 时 量 


i 
ss-5 C+ st2D 
因此 懒得 到 


Ca2C+(-5D-[ 4 ] 


分 别 倒 ;二 - 2，y:=5， 代 大 上 式 两 端 ， 恒 得 到 


3 


从 而 得 到 


算 例 表明 ， 用 Laplace 变换 的 方法 计算 e:!4 也 不 是 很 容易 的 。 
只 是 对 于 某 些 特殊 的 4 ， 警 如 44 的 阶 葡 很 低 ， 或 4 有 天 个 不 同 的 
特征 值 ， 或 4 的 = 个 特征 佐 都 相同 。 一 般 情 况 下 ， 计 算 也 是 相当 
繁琐 的 。 首 先 ， 我 们 披 定 AeC"*" 有 2 个 百 异 的 特征 值 ， 这 时 


v wm-l1 ii 
er4 一 交 二 ee 如 ;jy 可 写 汶 
Fl fn ! 


已 1 一 ~ erilAd; 
1=1 
对 读 式 两 端 取 Laplace 变 换 ， 恒 得 到 
《s7 -4)!= Zs — 2.)-14, 


而 因 det(sT -人 二 全 (5 一 2), 克 又 有 


] 
{sf — A!= lets AY adjf se 了 7 -4A) 


从 而 得 到 
aaj(s7 - A= ET Cs- 41)74 
分 别 合 s 二 A，72，"，2。， 代 大， 可 得 到 
(dt TT (hi 4) A j= 
A; “LT 《47 一 4 laljtdjy7T — A jl1, 2, rs A 
从 而 得 到 
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BA = Seer —- A) ladjtAjyt ~ .41) 
该 式 表明 ,欲求 e。'*， 需 求 4 的 所 有 特征 值 4, ， 帮 个 伴随 从 隆 
adj{ 4,1 — A)。 
- ， 0 -1]. 
关于 民有 = 全 相同 特征 条 的 情形 ， 先 分 析 4 = 。 “| 的 


和 信 单 情况 。 这 轩 det{ s7 一 A}=(s 2 页 ef 一 ef 位 十 1D), 
西端 取 Laplace 变 换 特 


(7 A)!= C+ 


只 而 位 
4 -11,1 1 
(s 2) [ 4 +t -2 £ 
了 一 4 一 了 
下 i 
上 2)C-D 
此 加 关于 5 求 导 双 得 
1 0 
[ 。 ,|=C 
前 一 等 式 中 到 s:- 2， 便 得 
-2 -1 
[ | ,| : 必 
最 后 重 得 长 
-2 -1 
外 人 1 | 
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将 上 述 结 果 推 广 到 4 为 高 阶 的 情况 ， 设 4 的 特征 多 项 式 为 
【4 -40" 则 ef 的 表达 式 应 为 
ee 
阿 端 取 Laplaee 变换 可 入 
(5 A= Ts -17 


了 =1 


为 下 面 的 记 法 清晰 起 见 ， 合 adjts7 -A)== Bts)， 则 及 有 有 


BB; 


《8s7 ~ A) != adjtsf — A)~{s—- 40) *B(s) 


1 四 
detf sy — 1) 
比较 后 可 外 


Ds)= Sc -40)" 1B 


两 英美 于 8 求 导 7 区， 恒 得 
下 = Ss 站 (一 一 TS 一 
EP 
再 分 ss 一 2 人 代入， 倾 得 到 * 
五 (AD 一 1 
如 此 是 解 得 


1 


Bi nj- BY 0 


已: 二 EA od 一 六 1yT7i 
综 上 所 述 ， 可 得 如 王 结论 ， 
定理 4.7.4 设 AeC"*"， 则 有 

1. 车 4 有 4 个 互 异 的 特征 值 》，，24s，…4，。， 贡 


人 


4 一 = eit mT tA -or Tadi(Aj! - A) 
j=1 上 去 于 - 


we 8 


2， 者 所 只 有 一 个 n 重 特征 值 46 ,用 记 如 中 (3) 为 adj(s1 一 A) 
关于 的 第 了 演 导 数 ， 则 


1 一 sw .- i nj 一 
° “Te (roo) BB" Cho) 
对 于 一 般 的 4， 虽然 拔 朋 上 述 方法 也 可 以 计算 出 ge 二 ， 但 是 


却 很 难 象 1 而 那样 给 出 一 个 通 式 ， 这 里 用 一 个 算 例 说 明 计 算 的 过 
例 1 设 A4tC5*5 的 畦 征 多 项 式 为 
tet AT ~ AY=(A~ TCA- 243) 
则 ef: 有 展开 式 


是 


i 1 上 
ef 了 一 : -Cr He’ 二 一 万 Fe 3 了 
i= 了 1 ’ Pe 1! 
筷 号 两 靖 取 Lanlace 变 换个 得 
一 1 1 
,TT 1—. Ur jr 
tsi 1) 2 Co (s—1)2 全 1 三 (8 Cy 


] nl 
tog tT Dt rg 


冯 振 (Cs7 -4 [dets ~ aqfst ~- 了 1 可 得 
五 Cs 人 adjt si 一 A) 
=(s- (st OG -10 (sDe,. 
-so 13Cs+3T(ts 3Dot+ nj: 
《ss 一 (SS 一人) 所 


人] 


由 此 可 得 
B(1)= 16C,; BC3)=48D, BI- 3)== -2304k 
1 、 

夏 有 C= B01)， Di= ja B(3), E= -a BC-3) 
对 如 (5s) 求 导 肛 得 


B({s)=[2063— (s+8)+ (5 -3° 1s -10 
+{(s-1)C++C,_+ 
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(5 一 1iafs 二 3)L2fs ~ 1)C0+C1j+ 
fF3(s — 1)3{s+3}+(s 一 1)731Tfs -3)D6d+ D1]+ 
{s—1)(s+3)Do +L3ts — 1)2(s 一 本) 十 
2(5 -1s -3 
由 此 可 得 


B'(1)= -12C, +1601= — BD + 16C1 


BC(3) = 80D. + 48D0= 人 至 [37 一 48 站 
这 样 价 解 出 
Cs= BD + BD), 


5 1 ，， 
也 8 -= -4 有 (3) 十 -5 五 (3) 
对 忆 " (3 再 求 导 一 次 ， 买 得 
B*(s)=[L4s+ 2ts -3))[€s 一 1 人 二 LS 下] 十 
[2s2 -F188— (so 1)2]2Cs a 1)C00+ 人 Oj] 
[2Cs — 3)(s+3)+(s -3)]C2Cs 一 1)C 十 
Cilt+{s—1)P(s) 
其 由 PC 是 以 证 阵 为 系数 的 的 某 - 一 多 项 式 ， 因 为 B's) 的 后 
项 都 省 有 因子 (Cs - 17?, 故 求 导 后 龙 提 出 公 因 于 (s - 1)。 有 从 而 全 
s 二 1 信人 民有 
B”"(1)= -24C ,+32C6 
二 -9 _ B 1) 3. B/C1) + 320 
一 8 2 下 p 
四 此 解 每 
Co = 366 B(1) + 总 + -BA1) 
最 后 ， 将 Co; Cs ©) Dr, Dl, 五 代 藉 恒 求 得 
86 全 


本 
ciel (2 BOD + BD + BD)+ 


1 疝 BCD + 让 -BD)+ 各- 8(D]: 


1 
2304 
从 上 面 和 的 自 例 可 以 看 出 ， 每 个 CC ;都 是 B61), B'(I)，B*(1) 
的 线 履 组合， 而 每 个 局 ) 世 都 十 B80(3)，B'3) 的 线性 组 合 ， 玉 足 
(~ 3) 的 一 个 傅 数 。 这 一 现 集 并 非 偶然 的 巧合 。 
泛 常 拘 情 沈 下 ，.A4 的 特征 多 项 式 邵 果 是 


Bt ~ 3), 


TA -A 
其 中 4 2 20d sy 是 4 的 瑟 异 转 征 慎 ， i 为 4; 的 重 数 。 则 必 有 有 


HH 一 1 了 


贡 中 万 ,j-: 定 是 五 (es 一 adjfsz - 4) 及 其 各 阶 导 数 在 4; 处 慎 的 线 
Bo 六 cy 召 5《 fi 二 1] 2 ee 凡 

我 们 和 看 划 ， 有 用 Lapilace 变换 的 力 法 计算 e! 咏 然 洲 开 了 将 A 化 
为 Jorlan 标准 形 的 困难 ， 和 但 贡 要 和 村 出 计算 《ss 一 .4) 的 人 律 随 租 陈 
lits7 一 4) 村 其 各 阶 导 数 的 代价 。 当 .4 阶 数 入 高 时 ， 亲 复杂 约 鹅 
座 是 难 访 想 萌 的 。 这 里 倒 有 一 种 避 开 计算 Cs7 一 471; 的 代数 人 多 于 
式 局 求 89j{s 了 一 和 的 办 法 ， 它 足 一 种 递 推 的 算 沪 。 仍 记 B(s)= 
2giCs? 一 A)， 而 把 det( si 一 4) 记 作为 (5) 一 8" 寺 Qs 1 十"… 十 
Qn 由 有 甘于 s 的 恒 锋 式 
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(37 AN BCs) = TT 
对 上 式 两 端 反 复 求 民 便 得 到 ;: 
BlsI=CA- ST IB CSD + f(s 
2B'(s)—CA- eT) NI) +t fts) 


(CRIB TDI A TB sO) sr 
RBE-D(s)={ A sTIBY YE FO (se)T 


nanB" -Ds)=( A- rT BB (s+ fs) 
洲 意 到 呈 Cs) 的 每 个 元 素 周 是 演 数 低 了 于 二 的 的 多 项 式 ， 硫 ， 
下 (3 一 0 而 了 (Cs 一 3 页 有 
五 人 ii(s)={tn 1) 
Bes)=[(A- sOBe It fo (Tn 1) 
Bers)=[(A-sTIBE Ta) Fin) /no— 2) 


B'{s)=[( A sT) Bs)t f(s)7 72 
Bls)=(CA~ 5s B's) f(s)T 
这 样 就 能 递 锥 地 算 册 BCs)， BCs); ，B'(s), 
BB(s)， 从 而 理 仿 照例 1 算出 e' 不 过 4 的 特征 多 项 式 和 特征 管 
还 是 要 算出 来 的 。 
和 例 2 闭 取 
2 2 1 
=|1 3 1 
| i 2 2 
风 共 畦 征 多 项 式 为 j(s)= 二 (8 一 5)Cs 一 1)*， 据 素 求 得 
FS 一 3s52 一 145 十 11 
fs 一 Se- 14 
Br(s)=21 
B's)= LA-sT 2) 46s -14)71 = 4+(2s -7)] 
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百人 (s) 一 (一 7 TU2s7 一 7 了)7 -HU3s2 一 145 十 于 ?二 
= ds-7) A (si?7s+11}i 


第 入 节 ”例题 与 习题 
1. 证 其 ， 
站 人 sp hi Ax Ha mer Sess 
41 站 1 .4x 几 :一 max{ftoi， cs an】 


其 中 og ;为 4 的 奇异 值 。 

2、 设 卫 :上 为 CG” 上 的 一 种 向 及 沪 数 ， 对 固定 的 欠 阵 
Cm™?， 面 数 f(x) 二 4x 能 作为 CGC” 上 的 范 数 ， 基 充分 必要 条 
件 是 munk( A4) 二 ni。 

提示 ， 必 要 竹 。 抽 反 证 站 ， 闪 帮 4x 上 是 GC" 号 x 的 范 数 ， 但 
rank( 4) 二 hn。 则 存在 0 二 xoe CG"， 使 得 Ax; 二 0， 从 而 和 

Axs 1 =0 
这 说 明 C "中 非 零 向量 xi 的 箔 数 可 以 为 才 ， 与 范 数 定 交 了 矛盾。 

充分 性 。 会 才 一 【ai 加 ar ， 因 rank (A)=n 3 故 
{fu es， Gy} 是 线性 无 基 的 。 所 以 对 一 贸 非 零 的 向 量 xs 
尼 " 有 xss0， 居 而 用 4 下 关 0。 对 任意 的 ze， 显然 有 

| ACex) = ladxfl= lal ll Axl 
此 外 ， 对 一 区 > ，yeC* 有 
ACx ti l= Ax+ Avyl 
< dx 人 + doylh 
上 记 凡 满足 范 数 的 三 策 公 理 。 

3. 投 { Ri Hay ty Cn } 是 一 组 给 定 的 正 数 ， EC” H. 

zx 一 《二 ， ss “oy £.)7, 册 国 准 


f(x)=|[ Salterl’] 


ls 


在 C" 上 定义 了 一 种 范 数 ， 坛 证 明之 。 
4. 证 鳃 
TAB rmin{ A,: I BH;, A i BH} 
5 ， A 是 部 分 亚 阵 ， 基 42 4 二 了 。 试 证 
4 由 =1，| 4 .= 了 
6， 证 明 : yh 者 
71， 和 4H 完 4 
?7。， 设 AeCs**，4 为 4 的 特征 住 。 试 证 ;: 
FA alal< li 
在 数值 分 析 中 过 到 这 样 的 问题 ， 给 予 可 遂 夭 阵 .4 一 个 摄 动 
6 4， 还 | 
(aa) 在 什么 荣 件 上 ， 寻 rr64 人 可 道 ? 
C5) 和 如果 二 站 4 可 道 ， 那么 {44+ 68.4) 1 在 多 大 的 程 并 上 
还 近 47 1? 下 面 的 两 个 习题 是 一 个 国 答 。 
3.。 震 上 4 志 1， 则 7 -4 四 


Ca) Ho- A) 一 本 呈 


(C6) oe 
担心 : 任 路 YeC" 者 全 
让 人 7 一) 上 来 用 站 -4 区 (人 4 人 
这 表明 ,各 要 x 于 0， (ff 一 A)x 也 永 为 震 ， 从 市 说 明 f - 4 是 可 得 
的 。 于 是 而 


《一 一) 
上 式 左 喘 展 开间 移 项 可 得 
{fAY l= A - AY ! 人 
取 范 数 ， 再 利用 三 角 不 等 伐 便 得 
-Al A -4 
整理 后 重 证 明了 (Key。 利 用 (* ?及 Ka)， 民 有 
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| 
< 人 直下 ~. 


A 
< 2 
从 而 证 明了 (5)。 
9， 设 4 是 可 游 的 ， 世上 A641。 则 4+ 64 详 订 
遂 ， 日 在 
faey (A+ SAY I tI 4 
Hipr 
HA i684). 


i 


-1 | 一 上 一 1 
C6) 
提 孙 ，: (a) 由 于 4 可 揽 ， 故 .4 904 二 AL1+ A '5.41， 又 因 
i 4 16.41 二 1 据 避 题 8，7 二 A 16 4 可 得。 从 而 4+64 可 
道 ， 且 有 


(CA++OAY =(7 1 A 16A)Y .41 
埋 分 (7 二 4 1164 和) 一 了 十 全 ， 则 上 和 式 为 
{ATOA) (7 三 ) 4 (Cw) 
及 据 = 人 + A 164) -了 可 得 
F=f -+ 54 1 
A-164 
< | 和 和 
C02 据 ( 半 *) 有 A411-<ATT6A4) 1 一 六 4™!， 取 范 数 便 得 
EAT-CAtA1 F471 
地 据 (a) 便 证 明了 (5)。 
10. 可 逆 人 第 阵 .AtC”**" 的 条 件数 定 尺 为 
pCA)= A a 
对 于 不 同 的 算 子 范 数 ， 诸 如 片 ' 让， 小 用: 及 小 .由 笃 ， 其 相应 
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的 条 件数 (4)，k,( A4)， 及 ke( A) 等 一 般 是 林 同 的 。 但 泵 管 是 
哪 一 种 算 子 范 数 ， 总 有 
ECLA)F1 
这 是 显然 的 。 说 朋 组 际 条 件数 的 下 界 为 ] ， 请 证 明 酉 和 姑 阵 关于 算 
子 范 数 儿 .‖。， 其 条 件数 是 工 。 
11.。 设 4eCoxr 64eC*" 扩 上 人 人 让 < 二 ii。 试 
证 习题 9 中 的 工 满 足 


一 让 和 
I F | < | .41 
0 
而 道 矩阵 的 相对 谈 沽 则 满足 
是 S4 
IN < 人 a 
4 _ 564 
YA) TA 
所 示 ， 只 要 利用 两 数 pCx)==- 了 一 在 《0，1) 上 的 单调 北 


增 性 及 习题 9 的 结论 就 行 了 。 这 个 结论 稍 明 ，.4 的 条件 数 &( A) 到 
部 了 算 阵 .4 摄 动 前 后 其 道 之 有 间 的 相对 误差 界 。 当 (4) 较 大 时 ， 
夭 阵 有 4 恒 称 之 为 病态 的 ， 和 否则 ， 趾 做 良 态 的 。 
12。 如 果 要 问 ， 当 peC "或 JeCrxr 产 汪 一定 的 摄 动 时 ， 会 
对 方程 4x= 一 疡 的 解 带 来 区 天 前 影响 呢 ? 半 此 ， 有 下 壕 结 论 : 
(a) 可 有 满足 


A¥~b 
别 有 


有 一 le-51l 
jel < A) el 


{8) 若 x* 满 中 
{A+oOA)x* = 
且 上 47164 上 二 1， 则 有 
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x x* I 4 15 .41 
Tx i |rs4l 
车 进一步 满足 上 47 上 8.41 <<1 时 ， 有 


64 
x 一 wx” 4) 一-T4 有 
he 1 C4) 4 


站 2 
提示 : (a) 因 为 ,， (x -3)= A 1b~$)， bi 
Px-zle A .oe-8i 
及 因为 : 
elf= 1 4x Ai ix 
两 式 结合 起 来 ， 便 有 
Ce A! -5 | 4 
Ma eB a 


> 


= RCA L 


《py 利用 可 是 9 的 结论 ， 有 
x- x*=[.4 i-(4+64) 1 
=—- FAb= ~ Fx 
再 取 范 数 ， 利 用 习题 9 及 习 绢 11， 贷 证 明了 ( 5 )。 
13， 构 道 一 个 2x2 阶 的 可 道 算 阵 序 列 ， 其 收 襄 于 不 可 道 的 
极限 。 
id 证 明 ， 当 且 仅 当 A4=7 时 有 lim 4"==/。 


15， 若 4seC™* 且 4h<eo， 则 lim 4，= 0。 但 它 的 着 
命题 不 稻 ， 试 举 反 例 。 
18， 证 明 ， 对 于 4eC"** 有 桓 等 式 
wo A 一 cos2 A — sin? /sf, sin ?4= -3(T -e024) 


17 . 计算 下 而 级 数 的 和 ， 


19， 计算 : 


0 和 1 L 
20.， 设 .4 (，。 。 ])' 计算 e4。 


21， 设 
-1 2 -2 2 
: -2 2 -1 3 
45.1 0 1 2 
一 1 -1 2 
计算 lanm '( 4° -— 4A:°) 
22， 给 定 
0 1 
4 1 9) 
i 计算 e 
12. 
er =I+tAr gr A + 


名 利好 的 转 芽 方程 为 
4 一 站 
所 Carley-Hamilton 定 理 知 


FA 一 42+7 =0 
据 此 可 得 


从 而 有 


A 二 -了 1， 一 一 了， 人 二 5 一 


可 见 
jE 1 toit ” 
—sinf wost 
23. 过 
0 0 0 
| D "| 
0 1 0 
让 条 e57 


提示 : .A 的 特征 方程 为 (六 )= 4*==0， 故 据 忆 - 玉 定理 有 /， 
二 0， 只 而 对 r 实 3， 着 .A4' 二 0。 这 样 ， 棋 和 到 


1 0 0 
12 
4 一 了 十 二 于 二 了 2=| 7 1 0 | 
站 1 
24.， 谈 
=( “) 
- 2 ] 
计算 e4。 


提示 : 损 第 二 瘟 第 七 节 习 题 19， 
“一 ”二 (1 一 ”7 


全。 28 
-(。 。) 
25. 设 e 号 一 个 可 对 角 化 的 夭 涟 ， 试 证 : 
dot(g) er 4 
特别 当 才 是 君 对 称 阵 时 ， 有 det{e*) 一 1。 
26. 证 明 : 若 .4 为 实 友 对 称 阵 ， 则 e4 为 正 变 阵 。 
27。 证 明 ， 夫 .4 为 Hermite 阵 ， 则 ei 为 西 级 阵 。 
28， 证 明 ， 
[re 0 
=(9 网 
29。 证 明 ， 若 48B8= BA, 则 ef，e?~es ,ef =etts, 
并 用 习题 22 的 结果 和 本 习题 的 结论 计算 
[_。z] 
[3 


30。 川 庶 上 一 喜多 项 式 的 概念 计算 此 阵 而 数 ， 
让)， 求 e! 1; 


如 


2 1 4 
(Cb) (° 2 0 iio sint 4 
0 3 1 
提示 ; {6 ) 先 求 4 的 特征 多 项 式 
A 一 下 有 
/CO=| | =A+2) 


由 此 得 到 特征 值 +41 ==0,2 ,二 -2。 册 特征 植 互 蜡 知 4 是 可 对 角 化 
的 ， 南 最 小 多 项 式 为 
ii) 一 4 十 34 
从 而 知 与 097) -er*! 谱 上 一 至 的 多 项 式 应 为 
Q(t) i Ci)d 
由 此 得 到 方 御 组 
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人 2 = 一 eh11i 
Cogt7 上 CID 一 es 
令 4:=0，4s 一 -23 代 太 ， 解 得 


as(t)=1, g(t)= -er _1) 


最 后 恒 得 到 
eA=ao(t)T talt}d 
= -Ce ~ 1)4 


不 过， 也 可 以 根据 4? = - 2.4 拱 出 
A (2) A4, At=( 2) A, ,A—( 2)" 14， 
从 而 求 得 


co 1" A" [= i™ 
< 一 之 Hr -T+ m4 
= +12)" -14 
n=1t Rl 
加 1 © (C21) 
= -人 A> a 
= 了 ~- I (ee 2:—1)A 
2 
(5 7) 上 先 求 4 的 畦 征 多 项 式 
14 一 2 一 一 六 
fl(4)=| 0 -32 0 2 
0 -3 X41-1|! 


曙 见 特征 值 4:=4 一 2，4。=1; 通过 验算 可 知 (4 -27)(A- 
7)Jss0， 评 04- 2 和 由 14-I) 不 是 4 的 零 化 多 项 式 ， 改 可 斯 定 最 小 多 
项 式 为 

ma A)=(A 2) -1) 
由 于 最 小 多 项 式 的 次 数 为 3 ， 故 谱 上 一 致 多项式 可 设 为 
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oti tt a(t) tatId? 
由 于 4 是 重 根 ， 故 求 导 一 葡 伐 入， 仍 能 得 到 
34 一 GoftyTaaCrt)Ai + oa(t)d? 
{90 ott)y +29oC1) 7 (*) 
gCAs)= qt t a(t) dst oalt) ds 
人 954 一 exit 1 二 2， 4 一 1 代 人 人 上面 方程 组 ， 便 得 到 
coCti oo (tt das(tt)=e:! 
| Ct 4a (Ct)= io! 
oll)+a(t)+at{tt)= er 
解 之 得 : 
aol(t)= de' 一 3e21 十 28e21 
cgi 一 一 4e7-Ees 一 Bte21 
人 2 
将 2&0 ，a1(1)， cast7) 代 和 人 
es=aot)T tai) ATto(t) A? 
恒 得 到 所 要 求 的 结果 。 
再 合 g(7) 二 ginA4f， 1 二 2， ,二 1 代 久 (* )， 合 得 到 
aoCt) + 2 (tit) + 4astt) = sin2! 
| ot) das(tt)}=icosd! 
oot)+ ati) as(t)=sint 
由 此 解 出 gaoC1)， a(t)，as(f)， 民 入 
sinA{f=oaott Hat Atr aoa) A 


局 得 到 所 欲求 的 结果 。 
31. 让 
cost Sn 下 
a nt) 


一 sint cost 


来 荐 -AOD)， 全 C20D)， 吝 14001, | 六 二 9 
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32， 证 明 ; 如 果 4 的 斯 有 峙 征 值 4 都 位 于 堪 宇 平面 , 即 Ref 47 
DM lime! {=0, 


1 一 5 


33. 证 明定 至 4.7， 3 的 结论 。 
34. 利 几 持 氏 变换 求 出 倘 阵 e*! 的 显 式 天 示 ， 其 中 


2 2 1 
(oa) 4 3 :| 
1 2 2 


1 -4 -1 -4 

2 0 5 -4 
-1 1 -2 3 
-1 4 -1 6 
提示 (a) 4 的 特征 多 项 式 为 


(hy A= 


A-2 -2 -1 7-5 -2 -1 
IA7T- A= -1 /7-383 -1 |=! 4141-5 2-3 -1 | 
—1 一 A—2 7 一 与 一 此 A 一 2 
' 1 一 全 一 工 
= (2-8) 0 4-1 0 |1=(2-12(07-5) 
D 0 -1 


如 果 4eC*** 有 上 个 不 同 的 特征 值 4; ，…，4。， 基 代数 重 数 
分 嘎 汶 pit， meas ns， 妈 A4 的 特征 多 项 式 为 
FA 一 (一 


则 e 7 的 事 达 式 为 
一 1 ma 1 ti 
Ct et! 之 人 之 Fr Cat™ 
j= = 
出 上 一 了 +1 
ea 
=o 了 


而 对 于 杯 题 中 的 4 ， 则 有 
e14 一 Be5fr 二 et 


~ 2998 一- 


两 边 取 raplace 变 换 3 
(et 一 名 (el Cr+ (eC +t te')C, 


I 1 
i+ (S11) CC, 


- 下 
(7 A= ott 


5—5 
上 式 两 问 用 六 ss)=1s7- 41=(s-1)ss-5) 去 匡 ， 恒 得 到 
如 (s) 人 adj( -4)=(s-1)2Co+ts-1)fs-5)C， 
+(s-5)0, 
BC(s)=2ts -JCo tts—8C, +(ts -DC 二 


将 s 一 5 代入 BCs)，s 一 1 代入 B(s)，B'(s)， 便 得 到 
B(5)=16C0; B(l1)= -4C,, B'{1)= -4C1+ 人 Cs 
由 此 解 得 


1 
Co=-j6 B58), C= -~ B+ B01), 


人 一 一 -1) 


根据 定理 4.7.4 之 例 2 ， 可 计算 出 
B(5)= A -2A+1; 
B{1}= A* -8A+517, 


BC(1)=A-517 
由 此 计算 出 
Co= (4: -24+7) 
le: 
C= (4 -104+257) 
Cs 一 一 (42 -64+57] 
最 后 便 算 得 


EE 1 一 去 esi(A*-24+7) + oe 【4 一 


10.44+ 257)- ter( A? _6A+57), 


从 下 边 的 讨论 可 以 知道 42 -64+57==0， 故 上 式 可 以 化 
简 成 


e'f= fer( A-1) -el( 4A- 67) 


= 一 {Se 一 ec51 )f te 一 Bi) 


我 们 改 用 计 上 一 致 多 项 式 的 方法 重 做 一 次 ， 作 个 比较 。 从 -4 
的 畔 征 多 项 式 /(2) 一 (4 一 1)23(2-8) 知 ; 4=1 的 代数 重 数 为 2， 


市 由 
-1 -2 -1 


了 -| 1 2 1 | 
-1 -2 -1 
扬 内 raakf7 - A)==1, 因 此 4=1 的 几何 重 数 为 2, 所 以 A 是 可 对 角 
化 的 。 据 第 二 章 知 ，4 欧 最 小 多 项 式 为 不 同 线性 因子 的 冬 积 ， 匡 
包含 4 的 所 有 不 同 竺 征 值 ， 故 
ma A)=(4-1)(4-5) 


这 意味 车 A4*~64 二 57 一 0， 有 妤 A 二 64 -57， 由 此 可 扒 是 
rr 一 Cr 二 Ci， r=2 


从 而 可 瞩 定 有 
el A ao(t)T 上 aigi) 
所 以 可 设 瑟 e*' 谤 于 一 入 的 多 项 忒 为 
aft ett) 
特 41: 三 1s 4 一 5， 代 式 恒 得 到 
{ Bf 一 六 at 
Et=ao(tt)+S5a{t) 


解 之 得 


1 (5er 一 oO 1 【eerD) 


folt) = 4 


从 而 得 到 


1 ， 
em (Be -est)7 十 7 (es 一 Br) 


另外 ， 也 很 容易 算出 4 的 三 个 独立 的 竺 征 向 量 : 
“一 1; pl=(-2,， ]， O97 ， pe:(—1,0, 1)7 
A 二 5: fs=(1,， 1, 1 1 


-2 -1 1 
分 Pr:(p pe = [1 0 :| 
0 1 1 
则 序 
1 0 0 
4 1 PPAm 
0 4 5 
从 而 有 
1 i 1™ | 
e 之 ,hi A 全， | A PP 
Sm 0 
np 0  ， 立 二 - 0 0 
rs 1 


0 
ert Oo 0 
= ( 0 er 0 和 
0 0 es 


-2 -1 ie! 0 0 -1 2 -1 
| 上 0 | or 0 -i 一 了 ;| 
| 0 5 1 2 1 


总 1 I 0 他 
3e' -res!: -2erFH2e5f 一 上 直人 5 
I 
-二 | eersr . ef 2e51 — et | 
“er est -2e'-r2es! Be 十 可 和 


这 个 例子 开明， 计算 g:4 有 各 种 上 方法， 但 要 根据 :的 基体 情 
况 作 适当 的 选择 。 
35， 络 出 下 述 瞩 程 的 显 式 解 ， 


Ce) -= ,jx ， x(0)=[ »] 


(Ch) = ,| [ ， | «(0)=[ |] 


36， 设 4，Be R"*" 是 称 定年 阵 。 证 明 ， 对 在 意 给 定 的 Cs 

R "> ， 和 媚 阵 方程 
= 

有 唯一 的 和 解 2Y。 

提示 ， 采取 还 朋 Lrapunoy 定理 所 使 川 的 方法 。 曙 然 也 可 把 浪 
程 化 成 等 价 的 线性 方程 组 

(CAI + TOB ) R= 

共 中 4 区 BB 汶 4 ，B 的 Kronceker 积 ， 溢 为 新 的 控 直 。 注意 方程 的 
系数 第 阵 为 并 稚 的 ， 当 旦 促 当 乱 的 所 有 等 征 值 都 不 等 于 和 震 。 和 而 
BT 四 吾 7 的 特征 位 为 20 :pi i j= 二 1，2， 其 中 
4719 Kj 分 别 为 4 与 8 的 畦 征 公 。 川 这 种 太 法 只 能 坟 有明 绪 的 存在 与 
叭 一 性 ， 孝 不 能 给 出 再 的 表 迹 式 。 但 在 第 太 节 末 给 圭 的 解 储 = 
-er*Ce'rdt 关 没有 证 明 ， 请 给 出 一 个 证 明 。 

37. 关于 Lyapusioy 上 方程 广 .4 十 AH = 证 明 下 壕 结 论 : 

{a) 车 太一 0， 太 正 党 ， 则 当 子 一 44 了 时 40; 
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th) 若 Y 正 定 ;， = 二， 出 deL(V SO 。 
38。 考 矿 :， 六 :为 湖 个 正定 的 Hermmnite 第 上 昧 ,三 - 产 二, 是 正定 
的 ， 则 产 ,， -入 > 是 正定 的 。 请 证 明之 。 
提示 ， 服 扩大 一， 构 首 一 个 适当 的 Lyapunov 方 种。 
39， 证 明 ， 邓 {( 打 一 ea 是 续 阵 微 分 方程 的 初 值 问题 
MD=eAM(), ar(O)=7 
oa 十 1 
的 解 ， 共 引号 间 一 nT 4 
40， 为 了 几 选 代 法 求 太 程 
Ax=8 det{ 本) 
的 解 xz， 经 常 拒 xx 三 gp 改写 成 适 填 选 代 的 等 价 形式 ， 
x=Bx+d 
然后 ， 任 取 初 录 向 xo， 构造 迁 代 序列 : 
Xai—= Bxst+d, R=0, 1, 2, "+ 
斌 和 门 : 当 召 满足 逢 各 条 人 十 就 能 保 让 有 


limxs -一 x 


提示 : { x+} 收复 到 x* 的 充分 必要 条 种 是 BB 的 所 有 特征 性 
的 税 郁 小 汗 1 。 考 虑 选 代 序 到 
xa= BxottT B+B t+ Bd 
1， 证 明 ， 记 果 对 其 一 与 谍 量 相 容 的 矩阵 范 数 | 外. 外， 习题 
4 中 的 五 满 是 | 吾 放 < 和， 则 fx 及 化 到 x*， 且 有 让 差 估计 
Xn | < 了 一 路 8 《 | d | 十 | ~ || ) 


提示 ; 注意 x*=={7 了 - BY 1'd， 再 利用 习 萌 11-12。 
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第 五 章 ”特征 值 的 估计 


每 个 上 方 阵 4sC2"” ， 在 复数 城 上 考虑 郡 有 nm 个 特征 值 ， 它 们 
对 应 复 符 面 上 的 关 个 点 。 对 于 这 站 点 所 在 的 位 置 ， 缩 出 适当 的 
包围 或 排除 它 的 区 感 ， 便 是 特征 值 的 定 合 或 估计 。 给 出 包含 特征 
慎 的 范围 越 小 ， 伍 订 的 便 朴 精确 。 竺 征 值 物 计 算 和 估计 在 实用 和 
理论 上 都 十 分 重要 。 变 精确 计算 转 征 值 关 非 总 本 可 能 ， 即 使 许 某 
些 情况 下 有 有 可能， 付出 的 代价 人 乌 会 太 敲 。 而 在 很 多 说 用 方面 往往 
不 必 精 猜 计算 特征 值 ， 而 有 一 个 粗略 的 估计 就 能 了 :上 引 如 在 上 自 
动 控 制 理 论 中 ， 通 过 估计 4 的 尾 征 什 是 否 都 有 人 负 实 部 ， 便 可 币 定 
系统 的 稳定 性 ; 与 差分 方法 的 稳定 性 有 关 的 问题 ， 就 是 要 特定 天 
阵 的 特征 伪 是 和 耸 都 落 在 单位 国 上 ， 和 线性 代数 方程 组 选 代 法 隶 解 
有 美的 问题 ， 需 要 估计 矩阵 的 特征 值 荐 否 宰 落 在 昔 位 圆 内 ; 乔 定 


级 数 写 c4.4' 是 党 收 化 ,需要 估计 -4 的 转 征 局 是 天 痢 落 在 标 最 级 


数 三 c,z: 的 收敛 加 办 【当然 道 过 考查 4 的 范 数 也 是 可 以 的 》 3 
在 使 用 Nevmann 展 式 计算 4 的 广 忆 诞 时 ， 需 络 佑 计 42 4 的 特征 值 
以 确定 参数 c 。 

对 一 些 蔷 吻 娄 型 的 纯 阵 ， 其 竺 征 值 鬼 定位 问题 是 很 容易 的 ; 
对 和 角 阵 或 三 角 阵 的 圭 征 值 就 是 其 主治 角 元 ; 因 竺 阵 (4:=4) 
的 特征 慎 非 等 即 1 ; 西 阵 的 特征 储 都 位 于 复 焉 面 的 单位 辐 周 上 ; 
Hermite 碾 的 特 和 和 佳 些 落 在 实 轴 上 上 :上 度 Hermile 阵 的 特征 值 都 落 在 
虚 轴 土 。 可 是 对 于 一 般 复 方 阵 ， 共 畦 征 值 的 定 人 区 癌 题 相当 困 淮 ， 
因为 它们 可 以 汞 在 复 平 面 的 任何 地 力 。 反 过 来 着 ， 在 复 平 面 |: 伍 
意 指定 一 点 ， 便 可 构造 旧 无 穷 多 个 矩阵 都 以 该 点 为 其 谱 点 。 所 以 
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才 和 矩阵 的 元 素 或 给 阵 元 素 的 简单 夯 数 ， 来 确定 晨 征 值 的 位 医 或 
界 ， 一 直 是 数 秆 分 析 学 者 研究 的 重要 课题 。 经 过 近 百 年 的 努力 ， 
虽然 获得 了 不 消 的 结果 ， 但 远 远 满足 不 了 实际 的 需要 。 

本 章 着 重 介绍 一 些 有 关 的 经 典 结 论 ， 而 对 于 其 些 散 布 在 诊 交 
中 的 结果 ， 林 加 证 明 地 坤 录 在 这 里 ， 兰 指出 套 考 文献 。 


第 一 节 ” 竺 征 值 的 爱 的 竺 计 


一 节 介 绍 佑 计 特 征 值 的 界 的 几 个 重要 不 等 式 。 为 了 方便 ， 
对 于 给 定 的 .4eC"*， 我 们 定义 
有 = (的 一 (4 十)72 
Cer}—=CA- A 2 
泌 热 ，B 和 CC 分 别 星 Hermile 阵 和 克 Hermite 阵 。 此 让， 还 假定 4、 
2、 个 的 特征 值 分 别 汶 {41， Za 四 的 插 : A,.} + {is Hoes "yy 
an} {fips ha os Tn } ;大王 排列 的 莹 序 满 是 :| 4 产 
no 
， 定 香 5.1.1 (Sehur 不 等 式 ，1909 年 ) ”和 芥 4A=(o; eC"** 的 
庶 为 112， ， 则 有 
SIS Sl! 
其 中 等 号 当 且 反 当 -4 是 正规 第 降 时 成 立 。 
证 明 . 据 第 二 章 的 Schur 定 理 ，.4 西 相位 本 上 三 角 阵 ， 凤 存在 
西 阵 U 及 上 三 角 阵 荆 满 足 
HA COHAN =TH 
从 而 有 
ida = TT 
tr 二 吓人 各) 
注意 到 了 的 主 对 角 元 就 是 4 的 转 征 从 ， 便 布 


EE PA 
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= 衬 Sassl® 


folji=- 


上 壕 椒 等 式 中 的 等 恒 当 且 仅 当 二 ;二 0 (i 计 1) 时 成 立 ， 芭 当 且 仪 
当 4 本 相似 于 对 角 阵 时 成 立 。 
推论 5.1.2 (Hirsch，1902 年 ) -4 如 定理 5.1.1 所 设 ， 峙 有 有 
1. 12, [nmax id | 


2. [Re(A) [Samarly,,| 
i 
3, [Iim(2, ) | Amaxles 了 


_- 证 明 据 定 理 5.1.1 的 证 其 可 得 
URBU=UN( At AYU /2=(T +T )/2 
UHOU =UH( A- AYU /2={7T — TH)/2 


1 让 一 下， _ LN lil 4 二 
S| “7 Eb 
癌 | 2 nm jl1 1 2 9 
| A ;| + 空 家 一 > |e.sl? 
i=l j=li=l 1-11=1 
下 i 
SRecA dN < ED nm 
> [mC A ?< S lel nimarders|? 
是 Schur 丰 等 式 易 见 
> <> >, ai! Sn max|er ,ss 
央 粹 上 的 宇 个 不 条 式 淖 :多 训 扒 知 推论 5 1 .2 成 开 。 


推论 5.1.3 (Bendixson，1900 年 ) 巷 4 是 实 建 阵 ， 则 更 有 
- a A EY SD mad el 
后 了 


证 明 据 上 述 扒 论 ， 已 有 不 等 式 
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riel 
注意 到 当 4 在 实 抵 阵 时 ，C=(4- 4 )/2={4- .47)/2 的 主 对 角 
元 ci =0 (=1，2，…，hi) 故土 面 林 等 式 可 改写 为 

> NnCA A 

抹 注 意 到 实 方 队 4 的 特征 多 项 式 是 实 系 数 铭 项 式 ， 共 特征 箱 若 是 
复数 ， 则 共 力 成 对 开 现 。 不 妨 设 共 有 s 对 复 特征 值 ， 这 时 二 上面 的 
不 生 式 的 堪 端 六 

Sad -2 [ng iD)|2 


> | < 之 ,ic 人 
i=1i= 


战 而 有 有 

2 之 > > Imf 了 < 人 一 1) maxie, ,|? 
蕊 了 

Inde maxl ee, |: 


这 样 刀 推出 了 Baudixson 的 估计 式 ， 
lm( i) is Vsle, 1 

定理 5.1.4 .1,， 户 , 0， A Hs >: 刘 前 面 所 设 ， 则 有 

1. HRoeld) En 

2. ym A, Ev 

证 明 设 xeC ”为 4 的 对 应 于 特征 值 ; 的 单 表 共 的 竺 外 向 
是 玫 2 1 ， 如 有 

(Cx|x) = CA x|[x)=7, 

由 此 可 得 


i 
He(ZD A x|x)=(Bxlx) 


;mm 一 人 4-4 xix)—(Cxlx) 


昌 于 B， 蕊 睛 为 正规 算 了 渐 ， 故 存在 西 阵 UU 及 使 得 
UHBU~ diagtis, Hes "rs Ha)D, 
VHCrF =diagtiyy, iveys fv.) 人 DD, 
从 而 有 
Re(A4,)=(Bx|x)=CUDUHx Ir) =x HU DU 
fiim(A) =—{Cx|x)=(V DV ix|x)=x VV DV Tx 
全 y= 二 UHx， z= 二 Vfx， 则 所 西 阵 不 改变 向 基 的 范 数 可 知 


yiy = |y) =x y=1, 278= 守 [zil*=xax=l 从 而 
{=1 i 
fi 


RZ =y Dy= > pid? 


iim(4i)=2* Ds= S ivilzsl 
后 一 等 式 消 去 1 ， 恒 为 
Im(4)= Sr ilasl? 
根据 假定 有 志 这 1 全 全 1 ?1 守 ?s 字 下 庆 +。， 故而 有 
t= Dn lyr? < Ely, | < Ply ep 


y= rl Srl < Tilarl? = 
这 恒 证 明了 定理 5.1.4。 
定理 5.1.5 (Browne，1928) 设 AeC"*" 的 特征 和 值 为 4 ， 
229 4 再 异 值 为 ci 产 cs 送 六 cs， 则 有 
Ga 4 i=1, 2 
证 明 所 第 二 章 的 讨论 知 ， 对 Hermite 阵 .4” -4 来 讲 存在 酉 阵 
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UU ， 使 得 
UNFAFAU ~diag(ot, o8, es, o2) 人 OD 
设 x 为 .4 的 对 应 于 竺 征 什 4; 的 音 亿 长 特征 向 量 ， 即 /4x 二 4;x 且 . 
《xx) 一 和 x ?=1。 则 有 
(CAT Ax i x)=( Ax| Ax)=AA x) x)=|4,|? 
另外 ， 设 y=0UYx， 划 (yly)=(Cxlx)= 史 1ys1*=1， 从 而 上 
面 的 竺 式 飞 可 宕 为 
[A= CA Ax IA)= UDUHxy|Ix)=(DU xy|UNx) 
=CDy 办 =y" Dy= > otly.l 
又 因为 有 有 of 多 oflys1'<of， 歼 而 有 
ors | A, | eo 
开 方 做 得 到 
oA [di | 
碎 上 我 们 是 用 4、 (A+ A# )12、 (A- A477)2 的 元 来 及 
A#4 的 最 友 最 小 竺 征 值 来 界定 4A 的 特征 值 的 和 宙 或 它们 的 实说 部 
的 模 。 这 些 不 等 式 的 实用 价值 是 有 限 的 。 如 果 对 宅 阵 eC "** 阁 
规定 以 下 的 几 个 标量 : 


Ri= SC lassl, R=mxks 
了 上 
7 一 全 ia 1， 人 =maxT ， 
1 一 上 了 了 
;一 下 一 jcir|， Qj=7, Ea 


有 
则 到 有 以 下 结果 : 


1png a) Cmax jc， 4 lus( 亩 ) 


4 | 芝 minf 兄 ， T) 
< 一 


~ 9]0~ 


《Ceorg Pick) 
{Frobenius) 


(Brownaes 1930) 


已 ; 十 了 1 


14 {ema {parkers 1937) 
| 四 . {Farnell, 1944) 
{Amin(R, T) Chlfred Braver, 1946) 


这 些 结 果 的 证 有 明 有 的 在 后 面 给 出 ， 共 余 的 作为 练习 留 给 读者 。 


第 二 节 ”特征 什 所 在 区 域 的 确定 ， 
雇 尔 斯 果林 的 辕 益 定理 


在 介绍 Gersgorin 的 阅 瘟 定理 之 前 ， 先 介绍 对 角 占 优 算 阵 的 一 
全 重要 性 质 ， 它 是 Levy 和 Deaplanques 分 别 于 1881 年 和 1887 年 证 
明 的 。 册 于 它 锌 收入 到 Hadamard 1903 年 出 版 的 一 本 著作 中 ， 所 
忆 也 冒 趾 做 Hadamard 定理 ， 其 实 Minkowski 在 1900 年 也 证 明 过 这 
个 定理 。 

定理 5.2.7 (Leyy-Desplangues) 如果 4 二 {a; ,eC"*" 是 
行 对 角 占 优 的 ， 却 满足 

[aisl>P;: (Ci=1, 2 er, #) 
其 中 马 ; 由 上 节 末 所 定义 ， 则 .4 是 曹 奇 异 的 ， 即 
det{ Ts 

证 明 现 采 取 反 证 法 。 车 det( 4) 二 0， 则 线性 方程 组 Ax =0 
有 非 需 解 xx 一 (xi ，xs，.…，wan7， 设 
| Tmax|x; | 
则 显然 x*" 兰 0。 那么 便 有 

lar+ ||xr|= ri PE ED [iP, 
内 而 推出 ar; | 碟 卫 , ， 这 与 假定 矛盾 。 


推论 5.2.2 如果 de C*x" 是 列 对 角 占 优 的 ， 即 满足 
lajj;|>Q,, 7 二 1] 2 
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由 4 是 非 奇 异 的 。 

后 面 的 很 多 定 误 都 十 基本 也 ;或 放 ; 来 陈述 的 ,显然 对 才 铝 ;或 
7 ,也 成 让 ， 请 读者 注意 。 

有 了 定理 38.2.1， 便 很 容易 地 推出 著名 的 和 蕉 尔 斯 果林 图 盘 定 
再; 

定理 5.2,3 (GerSgorin，1931)。 谈 4 二 (aj)eC"x"， 则 它 
的 所 有 特征 值 都 落 在 复 平 面 土 的 5 个 贺 可 

DA)= {zlzs-a;; | SP} i=1, 2 ey 

的 并 和 集 ( 以 DA 中。 

诈 明 ”对 于 4 的 任 一 特征 值 4，， 有 有 det( 7 ~ A) 二 0。 根 据 
定理 5,2.1， 短 陡 (4j7 一 A) 一 定 不 是 行 对 角 占 优 的 ， 期 至 少 

[2aj-ai| 所 PP, 

成 立 ， 这 表明 he D; CC U Di( 有 44)。 

通常 我 们 把 太 , C4) (i 二 1 2 ， Rn) 由 做 由 4 所 确定 的 
Gerdgorin 回 直 。 这 个 定理 只 是 说 明 A 的 a 个 圣 征 值 一 定 洲 在 nn 个 
圆 盘 的 工 梨 内 ， 击 并 不 能 保证 每 个 圆 盘 都 含有 4 的 特征 仿 。 情 如 

1-[ | 
四 1 6 

其 圣 征 值 为 1 十/ 15 ， 它 们 都 售 在 园 省 Di = {#1|z+4| 志 10} 
之 内 ， 而 了 ;二 {#1|z-68| 守 1} 则 不 含有 .4 的 特征 慎 。 和 值得 注意 
的 是 恕 ,与 BB, 相安 ， 刀 1D 构成 了 复 平面 二 的 一 个 连通 区 域 。 
这 时 我 们 自 然 会 提出 这 样 一 全 问题 :如果 4 的 闫 全 加 毒 的 痉 集 构 
成 复 平 面 上 的 几 个 互相 相交 的 连通 域 ， 是 否 餐 个 迷 通 域 都 售 有 .4 
的 圭 征 侍 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 5.2.4(GerSgorin，1931》 说 4 的 个 圆 盘 中 有 >* 个 
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加 盘 克 成 了 一 个 连通 域 G ， 它 与 共 余 的 sa- s 个 圆 盘 邦 不 相交 ， 则 
过 的 ”全 特征 值 中 有 吾 仅 有 s 个 落 在 台中。 

证 明 洛 4 一 及 + 和 其 中 万 一 diagfail aas "1 dnn)o 

作 参 数 矩 阵 

人 一 已 二 全 

显然 40) 一 号 ，A(1)==D+C=Ad:， 加 t 从 0 变 到 车 ，.4(1) 
内 如 变 到 44。 另外 ， 也 的 w 个 闵 尔 斯 果林 圆 盘 就 是 4 的 个 盖 氏 
闸 盘 的 圆心 。 而 ACt) (0<t<1) 的 人称 个 盖 氏 圆 盘 都 落 在 4 的 -… 
个 相应 的 圆 盘 之 央 旦 是 同心 的 。 由 于 4(1) 的 特征 慎 (+) 连续 
地 依 缉 也 上， 所 以 当 计 由 0 变 王 1 时 ，4f(t 的 特征 秆 4 
在 复 平 面 上 由 竺 自 的 圆心 出 发 本 出 5 条 连续 曲线 ， 且 曲线 的 终点 
为 4 的 # 关 个 特征 和 值 。 和 这些 曲线 中 的 每 -条 要 和 全部 落 在 如 上 ， 要 
乏 全 部落 在 其 余 的 rn ~- :个 问答 的 开 集 上 上。 因此 ， 由 局 的 5 个 圆 盘 
的 圆心 出 发 的 1460) ， 在 it[ 0，1j 时 应 杀 部 洲 在 人 GG 上。 否则 ， 
由 于 局 和 共 余 5 -~ s 个 辐 查 都 不 相 挛 ， 而 曲线 14(1) 上 必 有 一 点 ， 
不 站 设 为 4(fo) ，0<ta<lI 它 蓝 在 4 的 关 个 圆 盘 的 着 集 之 外 。 但 
Atto) 为 4(to) 的 特征 值 ， 它 应 落 在 -ff 的 ;个 圆 符 的 并 集 
上 下， 而 该 帮 集 又 包 售 禁 有 4 的 # 个 加 担 的 并 集中 ， 这 恒 与 前 述 结 论 
了 矛盾 。 以 上 的 分 析 表 明 ， 在 扫 了 上 至少 有 3S 个 4 的 特征 值 。 查 从 与 
心 不 相 迹 的 其 余 贺 盘 构 成 的 速 削 域 来 看 ， 在 人 上 的 特征 箱 也 不 各 
申 过 个。 从 而 恒 证 明了 在 他 上 人 恰 有 > 个 特征 侍 。 

上 上述 定理 说 明 ， 台 立 的 部 氏 图 圾 中 含有 且 兵 合 有 有 一 个 4 的 等 
征 值 ， 而 两 个 连通 的 盖 氏 圆 盘 中 恰 售 有 两 个 转 征 值 ， 但 着 不 能 保 
证 仁 个 于 盘 都 一 定 含有 4 的 畦 征 值 。 如 果 4 的 二 个 了 轿 航 两 两 互 不 
相 灾 ， 则 4 有 = 个 豆 孚 的 特征 值 ， 从 而 和 

推论 5.2.5 如 果 方 阵 deCnrxr 的 个 盖 尔 斯 果林 圆 盘 两 两 
天 不 相交 ， 则 二 相似 于 对 蟹 阵 。 

如 果 4 是 实 睫 阵 ， 则 还 有 

推论 5.2.6 如 果 方 阵 4e 只 "的 ?个 盖 尔 斯 果林 图 瘟 琴 两 
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下 不 相交 ， 则 -4 的 特征 信 短 为 实数 。 

证 明 ” 实 方 阵 的 盖 氏 同 盘 的 回 心 部 信 于 实 轴 虐 。 汕 于 这 些 辐 
盘 两 两 下 不 相安， 所 点 舒 个 加 长 只 售 有 一 个 加 征 征 。 义 山 于 实生 
阵 的 特征 多 项 式 是 实 系数 多 项 式 ， 故 若 有 复 根 则 必 此 办 成 对 出 
现 ， 忆 姓 实 辅 的 上 下 太 对 称 地 排列 。 所 点 车 有 - 复 特 征 屠 位于 某 
一 蒜 氏 圆 盘 上 ， 则 与 共 共 统 的 复 特 征 值 也 必定 位 于 证 图 阁 上 上 。 这 
使 与 前 而 的 结论 予 盾 ， 从 而 证 明 44 只 能 有 有 实 特征 币 。 

位 利川 定 再 5.2.1， 妈 对 角 占 优 和 外 阵 是 非 奇 异 的 ， 证 归 了 
等 东 加 盘 定 时 。 反 之 ， 用 定 钼 5.2.3 也 很 容易 下 明定 理 5.2.1。 求 
实 卜 ， 如 果 4 古奇 虹 的 ， 则 它 至 少 有 -个 转 征 值 为 0， 锯 定 更 
5.2.3， 它 必 落 在 其 “路 氏 轩 条 上 上 ， 不 妨 变 落 在 加 静 厂 (全 一 
{zilz-aiij 过 P} 上 ， 则 取 > 为 特征 值 0， 便 有 ie 多 P- 
这 便 与 对 角 占 优 的 条 件 予 后。 关于 对 角 占 优 知 阵 有 大 虽 的 研究 论 
灾 。 有 兴趣 的 读 灌 请 看 有 美的 综 志 作文 上 献 ， 这 到 给 出 两 个 最 啊 最 
的 结 诊 。 

推论 5.2.7 若 AeR"*" 泗 忠 

ori = > [oiisl, ~—1, 2, ,#1 
jie 

着 4 的 所 有 畦 征 秆 都 你 于 复兴 而 的 自从 平 而 。 

证 明 ”只 外 证 明 4 的 往 个 特征 竺 ?都 仔 正 实 部 就 行 了 。 同 为 
4 是 对 角 占 优 ， 故 44 的 每 个 特征 得 都 不 为 0， 设 4 一 TipsD。 
权 据 定理 5,2,3， 肥 少 有 一 个 上 ,个 得 

[aanr[=la+t+ih -a | i 


[i 
《一 
从 而 有 
Oot hana 
肥 困 cs 人 0， 所 Ba 一 hef2)S0o 
挫 论 5.2.8 大 4eR3 <" 汝 下 


lui |>P.= = je， f=1, 2, mH 
1 . 


则 det(-0) 与 下 es; 有 相同 的 符号 。 
证 明 合 A(7 站 = 二 吕 +， (1)=det(CACN))， 共 中 二 diag(lo1s 
Tags "a Gun)? teE0， 11。 则 对 和 相 一 ot[0，1j]，A4(t0o) 都 是 对 
角 上 后 优 的 ， 均 是 非 奇 蜡 的 。 而 六 人) 是 了 的 多 项 式 夯 数 ， 所 以 关 
i 是 连续 的 ， 开 且 有 
ff 一 Ta， £1) =det( A) 
车 /0》 与 六 1) 虹 号 ， 则 插 站 区 间 上 上 连续 而 数 的 中 间 什 定理， 
必 存 在 + (0，, 1), 使 得 
. 0=/ (tu) =det( A(t0)) 
这 与 前 面 4(to) 是 非 奇 异 的 结论 了 予 后 。 因 此 证 明了 udet(d) 
与 人 ai: 同 号 。 


第 三 节 图 盘 定 理 的 应 用 及 推广 
盖 氏 圆 盘 定理 有 很 多 应 用 与 扒 广 ， 下 面 介 绍 几 个 经 典 的 结 


和 诊 。 


定理 5.3.1 设 4 为 4eC"*" 的 任 一 特征 秆 ， 则 了 
[4min( R, TY) 


共 中 R=max 交 Ia; ;| ? T=max > lae sl] 


证 明 设 4 为 .4 的 特 在 值 ， 据 定理 5.2.1， 至 少 存在 某 个 i， 
使 得 


14-eirl SP => [ay 
地 
即 有 


~ lm 


APitlarl= Teil<R 


间 再 可 证 |4j 忆 T。 人 只 而 有 [站 |<min(C 7)。 
上 述 定 埋 还 癌 改 进 为 
定理 5.5.2 {Perron, 1933) 这 A s Cl Cu) 
cn 为 任意 一 组 正 数 ， 有 旦 合 
下 | 二 > [i |a; i Per a "二 ]， 2, "ry I 
i=l 
人 =mxk, 


则 对 了 的 作 一 特征 值 4 ， 都 在 | 4 委 并 。 
证 明 由 于 cei， Ces ci 此 为 扩 数 ， 放 对 骨 上 阵 
C=diag(teys cos “ry Ca) 
可 对, 旦 4 瑟 C 4CE 百 有 相同 的 特征 和 但。 前 对 于 短 阵 吾 有 


插 定 妊 5,3.1 应 用 到 召 ， 则 有 |4|] 扫 五 。 

在 定理 5.3.2 中 ， 取 ci = 一 css 一 eys 一, 则 得 到 定理 5.3.1， 
遂 明 定 虹 5.3.1 是 定理 5.3.2 的 特殊 情况 。 也 递 明 ， 对 短工 才 作 二 
当 的 相 候 变换 ， 生 可 能 缩小 盖 氏 圆 我 的 伞 径 ， 上 以 提高 估计 的 精 
论 。 例 如 奸 陈 


A=|0.01 0.9 0.14 
0.02 0.01 0.5 
但 三 个 进兵 网 作为 
z-TJ<s0,.13，|z-0.9j<0.15，,z-0.5<0.03 
如 果 取 相似 变换 阵 C =xiag(1，1，10-1)， 则 短 阵 


1 0G.02 od] 
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1 0.02 0.011 
B=C AC=|10.01 0.9 oo 
0.2 81 0.5 
的 三 个 姜 乓 圆 盘 为 

1z- Ts0.031，1>~-0.9|<0.024，|z>-0-5|<0.3 
这 三 个 圆 尊 钙 此 不 相 变 ， 且 有 两 个 圆 盘 的 半径 被 缩小 了 。 作 为 瘟 
氏 轨 盘 定 理 的 一 个 应 用 ， 下 面 证 朋 Ky Fan( 秋 角 ) 定 理 。 汶 此 鞠 引 i 
从 一 个 关于 非 负 乱 阵 的 基本 定理 。 

定理 5.3.3 (Wielant 引 理 )。” 设 .4eR" ”是 一 个 正 年 阵 ， 项 
人 蝶 的 所 有 元 尝 6 1 ; 守 0， 则 

1. 4 的 谱 侍 径 p( 4) (POA) = max | di AYN) 是 了 的 一 个 
让 特征 值 ， 旦 在 正 的 特征 向 量 ， 划 有 .47 一 Pd (ii， 
Na ss 7 

2. 4 的 任 一 其它 特征 慎 的 模 都 小 于 P(A4) 。 

证 明 设 & 是 4 有 最 大 模 的 特征 秆 ， 即 41 = 二 pA)， 了 及 对 启 
的 特征 向 晤 为 x 二 {x xer 0 即 fx 二 Lx。 开 定 闵 
向 号 p= 二 Cxi|， Txsl， |xs1)”， 扰 证 明 p 是 4 的 甘于 特征 
值 ot .A) 的 正 特 征 向 量 。 由 十 4x 二 Kw， 所 以 对 1 坟 i 个 


刀 
二 > 加 了 区 了 
icl 


CAP = Tx; [< Za je = Sa i 
其 pj 二 |xj|， 因此 便 得 到 pt.4)p 扎 AP (这 里 各 其 或 算 碎 的 不 
等 式 是 指 对 应 的 分 量 者 满足 该 不 等 式 )， 亦 目 (4- pl A})1)p 守 
0 。 下 而 来 证 明 等 式 成 过 。 售 (4- PC)p=z 且 设 zss0， 则 
下 于 了 是 正 矩阵 而 > 足 非 负 库 届 〈 不 为 D) ， 琶 和 有 4z 关 0。 又 由 
于 -这 0， 所 以 能 够 找到 一 个 e 汪 0， 健 得 4z 阅 ep。 所 以 根据 
(PCDDPs dz 可 得 
.48 一 42 和 RD) AD 
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eApt ntAd) dp 

(e+ ot A AAP 
再 会 B=(e FCPDY A4y 则 作 BA4p 字 Ap, 从 而 又 浊 的 得 A? pp 之 
be+Pf 人)) 4p 及 B?Ap 守 AP。 依 此 类 扒 ， 对 一 功 n 字 1 窒 
38374p 宇 Ap。 及 用 杆 短 陈 了 B 徇 谱 侍 径 为 p(B)=(s 十 
PC 六 PC4)， 央 此 对 性 意 的 se>0，p2(0)<1， 改 lim 甩 "一 0。 


其 而 证 明了 4 过 0。 但 这 瑟 .4p 守 0 了 予 盾 。 朵 这 一 定 有 z= 二 0， 即 等 
Ap 二 pp{ dpb 友 站。 用 .1p20 政 前 丙 备 式 很 容易 看 出 2( .4) 计 
0 ， 记 p 守 0。 这 后 证 明了 1。 

为 也 证明 2 ， 迹 4 也 起 一 个 有 有 最 大 模 的 畦 征 值 ， 如 .|= 
P(A)， 拜 进 对 永 的 圣 征 向 量 为 yy。 和 仿 刁 1 的 挫 训 过程， 次 9;= 
[yil, a=(g1: qn} 再三 


A( ANai = =|> 2 er [< > A Earig=( /As 


及 pA = 40 
从 而 扒 冉 关系 式 


| =- 之 ai[2r| 
但 所 有 的 se 者 是 下 实数， 所 以 上 面 等 式 表 有明 诸 有 相同 的 米 角 
8， 写 成 指数 形式 则 有 有 | 
y= ly;lei?d, f=1l:, 2, ,nn 

因此 ge 由 于 9 古人 4 区 关节 畦 年 什 pC.4) 的 畦 征 向 展 ， 而 六 
六 g 的 -一 个 标量 倍 且 是 非 雪 向 划 ， 放 人 它 志 是 有 4 的 甘于 PLA) 的 一 
个 蚂 征 向 蜡 。 出 本 也 是 基本 4 的 特征 向 量 ， 而 不 邮 特 征 愉 不 能 
有 相同 的 特征 向 最 ， 豆 上 供 在 4 二 ol4)。 直 而 证 有 时 了 4 的 不 同 填 
PC 的 特 征 和 值 ， 其 模 一 定 小 于 P(A) 

定理 5.3.4 六 deR" ”是 一 个 瑟 拭 隆 ， 别 着 阵 召 = 
[et 4 是 辐 收 八 的 。 

证 明 ” 祖 旺 然 闻 8 一 1。 扫 定 幅 5.3.4 应 用 到 正 征 阵 召 ， 开 
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知 1 是 吕 的 一 本 特征 四， 而 其 宪 不 和 莹 于 的 特征 伪 4， 痢 满足 
141 过 1。 下 面 我 们 先 证 明志 是 宫 和 有 界 的 ， 然 后 证 明 是 短 居 黎 
的 。 

证? 是 如 关于 转 征 值 工 的 正 特 征 向 三 ， 其 已 9 一 2 及 0， 则 
对 一 切 ? 蔓 有 亲人 mas in 便 奏 


Us 人 2 


对 所 和 有， 了 成 六 这样 就 得 到 

QO i 
且 十 明了 哺 蚌 笑 行 界 的 。 这 党 味 若 如 的 Jorlan 标准 形 中 ， 对 应 开 
圭 征 和 值 4 三 1 的 ]ordan 所 是 一 阶 和 的 ， 认 测 这 个 Jordan 直 便 不 是 知人 
经 的 ， 捧 而 与 召 直 恬 有 办 的 结 诊 矛 府 。 破 证 则 了 吕 是 填 收 数 的 。 

定理 5.5.5 下 诸 i 阵 有 4 的 转 征 慎 pC A0 是 -个 单 和 要， 也 就 是 各 
pf 1 作为 qet27- 4) 的 要 是 . 重 的 。 

证 明 次 先 可 点 小 出 ，Pff) 作 思 4 的 特征 根 的 重 数 等 十 1 
作为 如 的 特征 想 的 重 数 。 本 所定 更 5,3.4 的 还 明 过 程 ， 帮 的 Jorian 
权 和 花形 席 六 

7 Ta DE ThA) 
不 中 记 汶 1 作为 如 的 畦 征 视 的 重 数 ， 也 束 赴 汀 谨 村 星 征 入 1 的 
{一 -BT Jordan 于 的 不 数 ， 而 Fi, fl: 2 
们 的 目的 是 又 证 R= 1。 很 显然 有 


J -07 CD ON-1 


而 由 村 oA) 一 (2 一 1 ET 7 一 1) 是 满 了 
放 隆 ， 帮 容易 轩 贞 

| k=dimAf (fF 一 了 一 im 有 一 了 ) 
设 p 交 0 是 B 天 于 转 征 尾 1 的 特征 向 鞭 ， 妈 Bp 一 PP， 其 方程 (BB- 
1)x 二 0 有 非 需 解散 =dimf( 思 ~ 321。 如 果 >1， 则 应 有 
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与 p 线 性 无 关 的 geR“: 满 足 瑟 9 一 g。 合 rz 一 977jy =max(gi1p:) ， 
则 有 zz 六 9。 有 由 了 zz 六 -gs0， 赦 旦 (rn -gg)>0， 从 币 得 到 
rBp- Bq>d 
双 王 于 Bp 二 pp，B9 一 9 压 土 式 汶 
Tp-g>0, 或 rp>g 
这 样 恒 挫 出 ， 对 每 个 i 二 1，2，…，n， 都 有 
Thi> gi 

这 与 我 们 到 +=9; {ps 二 max(q;1Pi) 了 矛盾 。 所 以 >1 是 不 可 能 
的 ， 从 而 证 有 明了 R= 二 16 

把 定理 5.3.3 与 定理 5,3.5 合 在 一 引 ， 便 得 草 经 典 的 Perron 定 
理 

定理 5.35.6 (Perron，1907) 若 AeR"*" 是 正 短 阵 , 则 D(C) 是 
妇 的 一 个 单 重 特 征 值 ， 并且 对 应 于 et.A4) 有 正 的 特征 向 最 ， 而 -了 4 
的 基 它 不 等 于 Pl 0 的 特征 值 4， 都 满 是 4[ 夺 pt 4)。 

1912 年 Frobenins 把 上 述 定理 准 广 到 不 可 约 的 非 负 旬 阵 ， 结 i 
更 为 阅 满 《 见 交 献 [9]) ， 所 以 历史 上 又 济 做 Perren 一 as 是 
朝 。 

定理 5,3,7 (Ky Fanp，1958) 设 AeC"* "为 A 的 任意 畦 
征 值 ， 非 负 算 阵 8B 二 (51;) 灌 足 

bys ldo)? i, j=1, 2 er H 
则 存在 某 个 + ， 使 得 
liaslp(B)-b,. 

证 明 先 就 B 是 正 知 阵 来 征 。 据 Perron 定 巢 ， 有 正 向 量 x， 使 

入 Bx 二 Pt 卫 )x。 现 合 
X=diagtaxys wer "rs xn) 
C=AXTIAX 

则 据 盖 尔 斯 果林 罗盘 定名 ， 肥 上 沙 有 某 -- 使 得 
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而 据 C 的 定义 可 入 
Aesde( Salas at), 
< (So birrs)/x 
产 


所 Bx=p(B)x 又 有 Za, jx 有 Js， 尽 而 和 有 
1 一 Ri 
如 果 卫 不 是 正 矩阵 ,那么 对 所 有 的 i 方 合 六 站 二 和 ij 十 
一 ， 则 B=(589? ) 便 是 下 矩阵 。 据 前 面 的 证 明 ， 对 每 个 * ， 者 
存在 其 个 5 ， 使 竺 
Amati, |p( Be) -bE 
出 于 1 si， 所 以 当 z=1，2，… 时，i 将 无 限 演 地 取 革 到 
间 的 其 个 正 整 数 站 ， 把 取 广 的 六 的 下 脚 5 供 区 记 为 fi HH 
He 十 是 有 
(oanilep(tB, ~ bie 
有 灵 注 意 到 怎 阵 的 特征 值 【《 员 其 绝对 值 ) 为 皂 阵 元 素 的 连续 困 数 ， 
页 而 有 
limp( Br =o B), limb lt? =: bi; 
Pe 天 -em 1 
其 而 证 明子 
2-arilsp( 8)- 避 
下 面 我 们 形 介 绍 盖 尔 斯 果林 图 盘 定 理 的 一 些 推 广 。 首 先 给 册 
Ler7-Desnlangues 定理 的 一 个 推 三 。 
定理 5.3.8 设 4=(faryregen ,041 且 个 


bi= lasl, Qi 二 > joy 
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me 


如 殿 对 得 个 i 二 1，2;……， 1 都 有 
laii [> PQ (Cu*) 

Wie ANS 0 

证 明 现 就 we(C0，1) 来 证 ， 因为 当 a 二 0 ,1 轩 ， 谈 定理 就 是 
定 归 5.2.1 政 推论 5.2.2。 还 可 假定 , 对 一 团 1<T Sr 部 有 已 ,>0， 
稼 则 出 已,=5 可 知 卫 的 第 工行 中 的 非 于 对 角 元 和 为 表 ， 癌 题 便 昭 
结 到 一 1 防 方 阵 的 情形 。 下 亩 和 采取 反 让 法。 如 末末 件 《* ) 成 立 
而 de:( /= 二 0， 则 帮 程 . 4 一 0 有 菲 恬 解 x 一 (x,， xzs sa )7， 肥 


| 中研 
le Be Ell 
但 出 于 |aii| 守 P29Q1-。， 因 测 有 
PrOlalvs le TS aryllass ley), 1=1, 2 1s 
i 


站 县 信 上 上面 罗 中 个 不 各 起 中 至 做 有 - -个 便 rs0 的 上 ， 是 严格 不 
和 诗 的 。 对 上 式 的 布 问 施 用 Haldcr 不 馈 式 


> [yz :| 所 (之 lu， He (SS [zi He ) 一 


便 这 得 到 
fa QO! el;! ‘<( 


- i : 1 一? 
袜 To (el ) 
了 二 让 了 一 了 
了 天 工 Tei 


一 他 


CERIERIA 


下 划 [ 


1 ll- 17(1 》 
人 " < lars llx,! ” 
f=1 


ji 
对 于 小 述 和 的 #5 个 不 刍 式 至 涩 有 一 个 是 严格 不 竺 的 ， 因 而 对 上 式 两 
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端 甘于 i 求 和 便 得 


n ， 站 也 ， 
So ion < Eile 
了 一 工 
fi 


= (1s 1 a) > [oil) 


i 站 
sn 1 
il) {la 


这 是 一 企 予 后 的 络 末 。 所 以 电 有 etas0s 
定理 5.5.9 (Qstrowsaki 侣 盘 定 理 } 设 ieC'*" ，0<a<1， 
为 4 的 枉 一 转 征 昼 。 则 至 消 有 一 个 六，1 坟 1Y 扣 4， 侦 竹 
[IA-aisl 人 Esl- 
证 明 由 本 症 4 的 特征 村 ， 衣 调 detC47 一 =0。 汪 扩 棋 
据 定 青 5.3.8 可 知 ， 至 消 有 一 个 了 ， 委 7 和 5， 使 得 
1 一 天国 让 
定理 5,3.9 表 明 ，.A 的 个 特征 慎 家 落 在 下 面 # 个 圆 查 
站 
的 划 集 中 。 而 巷 适 加 肯定 理 内 是 取 4 二 1 的 特殊 情况 。 对 和 角 占 估 
际 诈 非 奇 异 的 {定理 5.2,1) 这 一 定理 壕 有 另 一 种 形式 的 推广 ， 
虽然 它 的 条 件 比 定理 5.3.8 强 些 ， 相 毗 较 好 才 ， 尼 锡 超 越 代 数 他 
次 算 。 汶 了 给 出 这 个 结果 ， 鞠 介绍 一 个 引 理 ; 
引 理 5.3.10 设 o，z 为 作价 两 个 非 负 实 数 ， 且 这 ce80,1]， 
别 行 


To roar tl -re 
证 明 不 天 一 般 件 ， 根 定 0 过 了 rs，cef0，1)， 且 人 < 一 
fr， 则 显然 DY 有 1。 天 这 
六 wa 一 ww wer0o 1] 
则 由于 当 x 世 1 时 用 Cx) 二 q(x*1 -J])>0， 寺 有 f'(1) 一 0， 吉 
jx) 是 LO，1] 芋 的 单调 增 丽 数 ， 站 x 王 1 取 最 大 慎 ， 从 而 得 到 


Xx] 
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将 xx=zric 代 大 上 上 式 稍 作 整理 便 得 到 
TI nT+(l- ar 
定理 5.3.11 设 .eerx2 at[0，1]。 和 如果 满 时 
lai;[>aP,t(tl-ae)QO,, f=1l, 2 mrs 
邮 育 dett ss 
证 明 据 茸 述 引 理 有 有 
人 站 人 
大 而 掘 定理 条 位 知 
laii:|> PrQ1" 
再 应 用 定理 5.3.8 便 得 det( A)S0。 
Oatrowski 圆 盘 定 吾 也 给 出 特征 值 眉 的 合计。 
推论 5.3.12 设 decoy as[0，1]，4 为 4 的 性 一 特征 
人 忆 ， 器 有 
1. 12 (<max{ [lai: |+ PrQ1"} 
2, lAl<max {lassl aPit(l- a)Q,} 


推论 5.5.15 在 挫 论 5.3,12 的 假设 下 ， 有 
[almax( RIT T°) 


上 入 叫 Ri= 2 aiil, Ti= Sl 


证 明 把 推论 5.3.12 的 1 中 的 右 端 变形 ， 
[lors [+ PQ = |arl lari "+ PQ 


再 应 用 Tialasr 不 等 式 ， 便 得 到 
lajsi|-:t PQtreas (la is 十 pg or | te (~ oe) 十 
二 中 fT ea) ) i-a 
=(Clasi|+t+ P(eaii|+ Qi 
= RrTi-* 
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故 有 14 所 max( 丽 ?了 1 <)。 


在 推论 5.3.13 中 取 a= 一 一 ， 便 得 到 上 比 Facnell 的 估计 C11 所 


(RT?) 更 好 的 估计 
|4l maxC RT ) 
由 于 算术 平均 值 大 于 或 等 耳 共 几何 从 均值 ， 
(RIT /2RCRT 1 
(RR+T) 22CRT YE 
一 全 计 上 弛 Browne 的 估计 《12 所 CR 二 了 712) 和 barker 的 估计 
Ciz max(R, 二 YY ;)/2) 都 要 精确 。 


Ostrowski 述 算 另 杂 一 个 力 向 推广 了 闵 氏 回 盘 定 琴 ， 他 首先 宠 
区 有 的 Cassini 及 形 闸 
OtA)= {ze lI- ai; ls-a;;|SEPiP,} 
其 由 1 7n ia . 
定理 5.5.14 (DOstrowski) 设 AeC"* nz22， 则 4 的 每 个 
特征 值 ; 都 位 于 茶 个 Oij(4) 之 上 。 
证 明 由 于 4 为 4 的 特征 人 怪 ， 克 {47 -A4)x 一 0 有 非 零 解 x 二 
《xi Xo xn 现 选 取 r ，+ 灌 星 
jx | 室 |x1| 守 | xjl!， rt, jer 
如 果 x， 二 9， 划 x 的 分 量 除 J 了 x; 之 外 此 为 等， 因此 使 有 
Fx Sorix, =aqrs xr 
因 x,. 关 0， 南 有 “=ar-， 从 而 有 关系 式 
1 -errll4-err | =O P,P, 
如 果 zx, 记 0， 则 对 雇 有 的 i 都 有 
(A ai)x; = Sa 
用 


国 此 更 有 
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Aa |< SE lors el lP, 


了 入 了 


| 4 TP PA 


上 面 两 式 ， 合 得 
[4a -an [xx EP, Plx, | xc| 
及 | xr | 六 0，|x:|350， 故 有 
(AarrllA-arl PP 
因此， 不 管 x, 是 否 为 零 ， 总 可 捉 到 r 失 + 上， 使 得 
seDO,1(A) 
推论 5.3.15 若 AeC"x*，,， n>2 且 对 所 有 的 i i 都 满 是 
laiillajyjl > PD,; 
则 必 有 det( 4) 夺 0。 

证 明 设 Teifleryl 盖 户 ,P 成 下 而 doi( A)==0， 则 4x 二 0 
有 非 雾 解 ，4=0 为 4 的 一 个 特征 值 。 由 定理 5.3.14 知 ， 必 有 然 存在 
rast， 使 得 

- 1 floss TE PPD, 
这 便 出 现 了 也 后 ， 故 攻 有 deK A)0o 


对 于 算 阵 
2.0 1.1 1 
4-| -ons 3.0 =| 

1.2 1.1 3 


有 (DP,， P,s Pa}=({2.1, 2.8， 2.3)， 故 易 看 出 
laiillassl=6> PP, 
laiillassl=6>P,Ps 
lassilassl=9>P, Ds 

所 以 好 为 非 珊 异 阵 ， 得 仅 用 次 其 圆 盘 定 理 是 不 足以 着 定 4 是 非 奇 

蜡 的 。 
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ma 


关 于 Ostrowski 的 Cassini 期 形 面 定理 还 有 更 为 一 般 的 形式 。 
为 此 ， 先 证 明 一 个 引 理 
引 理 5.3.18 车 decox"sact[0，1], 且 对 所 有 的 27 满足 
laiilia;sl > PRQI PIOQIT® (*) 
则 几 有 dett 4) 让 0。 
证 明 秆 s, = YQ1-*/|ai,|， 重 新 凡 订 可 使 
Sm Sn 
而 5[ 理 中 的 条 件 《* 等 价 于 对 一 切 i 六 i 都 有 
| 3f3i 拉 1 
特别 革 于 = 二 mm ， 了 三 tx。 时 也 有 3。， . Sns<IT， 故 而 有 so。<1。 
如 果 s ,=0， 则 =…… 一 sm 二 0， 从 而 在 些 阵 4 中 除了 第 和 mi: 行 
之 外 的 所 有 非 主 对 和 角 元 都 为 震 ， 故 
det( A}=a1 12s" "Cnn 


得 由 于 aj; 和 0， i=]s 2 rs Hs 该 dett A 和 0。 如 时 0 二 sn ,一 


. 锌 ?=ysw /sm，， 才 设 矩 阵 8 是 4 的 第 m， 行 和 第 mi: 列 乘 以 
后 所 得 的 炖 阵 。 为 方便 寺 ， 用 带 拔 的 字 峡 表 示 妞 的 有 鞠 的 量 ， 
于 是 用 四 
Ps,=aPm? QH In jon | =g* om ws 
因而 有 | 


» I 
Sm = Sm /OY Fm] Sm 到 上 


对 于 ;六 1， 还 有 ( 据 妃 的 定义 可 证 ) 


Sm Sm dn, < sniso TL 
了 青 根据 s/ 的 定义 便 有 有 
m=? 7 (Qs 7 < Di 去 


县 而 据 定 理 5.3.8 知 号 是 非 奇 蜡 的 。 而 由 的 定 久 双 知 etl)= 
q+det( 4)， 鼓 det{ 430。 
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定理 5 .3.17 (Ostrowski) 设 AeC**", nn32, wef0, 11]， 
4 为 .4 的 任 一 特征 值 。 册 7 至 少 落 在 下 列 rn(n 一 1)/2 个 Cassini 路 形 
前 
lz-aiillz-aii!l(P Pj;)(Q Qi)! 
is J=], 2 rs Hs fT 
中 的 一 全 之 上 。 
证 明 如 时 定理 结论 不 是 ， 则 对 所 有 的 上 7 部 有 有 
J4-ai [laA-as[>(P PQ Qe 
据 前 述 引 理 5.3.16 应 有 
det(AT -~ A)S0 
这 与 4 是 4 的 畦 征 箱 第 盾 ， 芍 定理 成 立 。 


第 四 书 ”特殊 类 汇 答 障 的 竺 征 值 估计 
关上 月 前 为 止 ， 我 们 主要 讨论 一 般 复 方 阵 的 转 征 值 的 佑 计 ， 共 
中 最 重要 的 结果 应 是 Ge: 和 gorin 图 竹 定理 及 Ostiowski 的 推广 ， 但 
这 些 定理 的 应用 述 是 相关 有 限 的 。 我 们 有 理由 期 望 对 一 些 较为 竺 


皆 的 矩阵 做 出 更 进一步 的 结果 ， 本 节 将 简要 地 介绍 这 方面 的 一 些 
结论 。 首 先 考 虑 非 负 年 阵 。 


一 、 非 负 邱 阵 谱 半 径 的 估计 

如 果 -全 实 方 阵 世 的 所 有 元 素 都 大 于 堆 ， 财 称 4 为 一 全 正 倘 
阵 ; 若 4 的 绿 个 元 素 都 大 于 或 等 于 零 ， 且 至 少 有 一 个 元 素 大 于 
零 ， 则 称 之 为 非 贡 矩阵 。 为 了 讨论 的 方便 ， 我 们 扔 规 年 

;= Sa # 一 min 并， R=maxh, 
定理 5.4.1 (Frobenius) ” 设 4 是 非 负 矩 笑 ， 财 有 
ra oA 
证 明 ”我 们 就 4 是 正 托 阵 来 证 明 ， 因 为 对 了 是 非 负 阵 的 情 
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形 ， 订 仿照 Ky Fan 定理 的 证 明 ， 利 用 连续 性 得 到 租 园 的 绪 认 。 
据 Perron 定理 知 ，p{ 4) 为 4 的 一 个 特征 值 旦 有 让 特征 向 量 *。 
设 
WE 1 J Es mxx: » x = mlx : 
则 有 
> aa 一 Ps， i=1, 2: rs 
特别 有 
PA = Pavi x Da hy. 
了 = j=1 
有 于 x ;0， 融 有 ppt) 妃 必 。 类 位 的 扒 雇 可 得 oC 4) 室 r， 从 而 证 
明了 rp( A 并 。 
Fioberiivs 定 理 是 说 ， 非 负 和 给 阵 欧 谱 罕 径 界 村 4 的 最 大 虹 小 行 
《 匹 需 } 和 之 加 ， 其 证 明 是 Perron 定理 的 明显 推论 ， 用 起 来 筷 很 
方 莉 。 但 是 有 点 粗糙 ， 下 面 给 出 一 个 改进 。 
定理 5.4.2 (Lejermann) 如 定理 5.4.1 所 设 ， 菩 r 扫 兄 ， 吓 
rinmtliv oS a 4 (1 .oy 
共 中 Mmindry;s 如 := max 【可 ;7 Pi 
Fj Ri<R} 


证 明 设 x=(x i Xz)7 是 4 的 对 应 于 pl.A4》 的 正 特 
入 向 量 。 显 然 x 的 诸 分 员 x; 不 能 都 相等 。 帮 则 , 便 有 ;= 
人 7) 一 有 (人 =， 2 HH) ， 这 与 7 之 RR 蔬 悄 。 仿 记 
Xe MA Ne =minxs 
期 有形 ; 之 p(t 和) 过 丸 ,， 因 此 有 思 属 训 之 1。 由 外 还 六 


NCA)xi 污 Par xh 
ACADE, = Sa > h, 
f= 
虐 而 可 上 以 得 到 
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-和 i Hs 


战 < fe 
于 是 全 可 氛 得 
| = 一 之 ,asy x x 
二 
< 十 est tor © 二 Qusn 


1 一 
< nt{l-— 6) 


n= Grp N 
11 


up 


综合 上 面 的 结 东 局 证 明了 定理 5.4,2。 

后 来 ， Dslrowski 民政 进 了 Ledermaan 的 结果 。 

定理 5.4.3 (Oatrowski) 设 .1 古 一 个 无 类 阵 o。 mr， rr 于 
同 定 屿 5,.4,2 记 和 这， 内 rf 达 坟 ， 则 有 有 


r 十 n( , 一 <p A ER m{1—o) 


眶 中 or mR mm) 
证 明度 =Cxwt xos 寻 应 转 征 值 (1 
鸭 下 名 征 则 最 。 为 方便 起 见 ， 厢 谈 
1 二 x 这 
~ 330 ~ 


pe 


因为 道 过 对 .4 左 乘 候 换 啤 严 ， 布 乘 起 换 阵 P-: 俐 能 实现 。 对 任意 
的 S， tt， 都 有 


bel 
A A 1 > tej 一 人 全 二 有 sn 
于 一 刍 


从 而 有 
PCD 人 一 xX) 
淡 亿 地 在 
nt Dx Ta ae 
从 而 得 
p(t: 全 2 _ 


笠 别 取 尺 一 用， 如 一， 则 用 上 通 的 美 系 起 可 得 到 
1 再 二 (1 一 wa 一 
PE AD 一 条 

上 两 式 结 台 一 起 ， 便 有 
XR- tm eA) rr -ri 
TAP A mr 

<r 一 5] rn 

且 而 在 
SWF (NH) =0 

在 这 sw)》 下， 到 ss=ay tt 二 1 则 逐 认 
站 二 (xp 有人 一 

将 *vsc 代 大 1 式 ， 便 有 有 
Rita ~ lmEp ER -1 -on 

党 然 ， 更 有 有 
rte -Dmep(t A C1 -0m 

这 里 之 所 以 说 Ostrowski 改 进 了 Ledermann 的 结果 ， 昨 因为 
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o=r mR mY) ey rR max y Rilhk; = 5 
从 而 有 
r+i+m(to 1- Pri+m(do /~ 1) 
R-m{il-o 人 RR- ml- Sy 
关于 非 负 矩阵 议 侍 径 的 估计 的 更 为 精细 的 结 果 是 Braser 定 
棵 。 事 实 上 ， 可 以 证 明 读 定理 是 利用 zr， 下 ，r 来 舍 计 ot .47 的 
骂人 佳 结 景 ， 因 为 确实 存在 述 到 共 虐 下 界 的 祭 陈 。 
定理 5.4.4 《Brauer) 设 4 是 正 短 阵 ，r ， 玉 ， 加 的 定 光 如 
注 ， 则 有 
rim(th- DEp(t DER- ml~- 9 1) 


其 中 


9=[LR-2m+y Ri-A4m(R-r) /2(r -1m) 
hn=[ -r+2mty rr — dm(R-r} ll/2m 
证 明 不 类 一 般 性 可 假定 4 满 是 瑟 ! 三 衣 ， 忆 ,= 二 7?o。 设 加 为 由 
刀 的 最 后 一 行 张 上 9( 半 1) ,最 箔 一 列 张 上 9 ' 所 得 的 短 阵 .显然 4 
与 8 相似 ， 有 相同 的 谱 及 诸 补 答 。B 的 第 i 辣 行 之 和 为 


> dri iin 十 如 rn 可 | —aratl -9g 1) 
:=] 


Rml- oi)=K, 
11 2, "+r» 121-1 
而 如 的 第 # 行 之 和 和 为 
Sang -Aangtans—= Or -tg — 1 
了 一 上 


gr me- 1 SK, 
坝 在 就 定理 中 所 定 习 的 8 来 证 明 表 ,= 天 :。 因 为 天 ,= 五 ,等 价 于 
RR-ml-0 =gr-m(9-1) 
又 等 价 于 
ghRh- mot+m=or- mo +moy 
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i . -一 一 


即 等 价 于 
g(r-m)-(R-2m)o- m0 
如 要 求 


g=(R-2mty (R-2m)r+dmr-m) )/2(r-m) 


因此 ， 在 把 世相 似 地 变换 成 召 本 取 上 面 的 9 ， 便 使 召 的 所 有 行 和 
都 有 上 界 忆 -ml-g)， 忆 币 据 Frobhenius 定理 可 得 
POCAIER-m(1l- 9 ) 
为 了 得 到 pl(.A4) 的 下 界 ， 首 先 构造 一 个 与 <4 相似 的 条 阵 忆 ， 
此 是 把 算 阵 4 的 第 上行 除 以 A(>1)， 而 把 生 阵 4 的 第 1- 列 久 上 天 
所 得 到 钨 征 阵 。 因 此 盾 阵 己 的 第 1 行 之 和 为 
Tai! -ank!tar = RA tar(l— i!) 
RET+m(l~h 1) 人 EK, 
而 第 阵 忆 的 第 i 行 之 和 为 
arartank= Ritan(th-1) 
了 mm 
次 r 十 二 ( 下 一 1 一 所 
下 面 证 明定 理 中 所 定义 的 4 能 使 ,= ,, 即 CC 的 行 和 有 一 个 
从 盯 的 下 界 太 ,， 从 而 所 Frobenins 定 理 有 
pliANr+mth—1) 
共 实 ， 去 5 一 二 4 就 是 


Rl+ mi- hi)=r+m(n 1) 
它 等 价 于 
mh 一 【7 一 21 《下 一 1) 一 个 
永 即 


h={-rit2mty (r-om):+dm(tR-m) )/2nm 
{ri2miyri+dm( Rr) }/2m 
这 正 基 定 理 中 所 给 出 的 站 。 在 推导 过 程 中 ， 我 们 要 求 9 守 1， 
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一 


>1， 定 理 中 给 出 的 9， 六 显然 是 满足 这 个 条 件 的 。 

Brauer 定理 的 估计 比 Dastrowski 定理 的 佑 计 更 精确 ， 这 是 显 页 
易 见 的 。 至 于 能 否 找到 这 样 的 短 阵 ， 使 共 谱 衬 径 达到 定理 给 出 的 
上 上 下界， 这 里 有 交 献 上 的 例子 : 先 慨 定 情 沁 r 宇 n2m 关 0, 构 店 生 陈 


[人 
Ps 773 


洪 中 要 求 王 的 所 有 元 帮 丰 小 于 天 ， 子 得 阵 产 ， 的 行 和 都 等 于 六 一 
I 站 :的 所 有 无 辫 为 m1， pd rr 一 pro 则 生 阵 


sp 


与 卫 相 和 似 ， 且 其 衣 # 一 1 征 中 的 每 行 泥 洪 之 和 都 是 RR- 1tl1~-g 1) 
二 碎 ，， 而 如 的 第 #4 行 之 和 为 
sr-m(tl- 9)=K 一 我 1 
所 Frobenius 定理 有 
AB}=K, 
类 位 地 可 构造 失 阵 
m Qs 
” -| Qs, Q, | 
其 中 新 有 的 元 过 些 不 小 于 束 ， 子 和 矩阵 马 。 的 行 和 都 为 Fr- 4， 昌 网 
所 有 元 萌 为 疡 ， 驴 :的 所 有 元 之 和 为 丸 - 和 。 则 第 阵 
nm i, 
C -Lao， Qs | 
与 已 相似 ， 且 台 的 第 1 行 之 和 和 为 现下 到 一 严 )81 二 下 ss， 而 其 余 
各 行 之 和 荃 为 产 由 十 一 形 一 站 一下。 所 Broheniis 定理 小 
PCD 一 。 
下 面 通过 一 个 具体 的 玫 尝 
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来 酒 前 而 几 全 定理 所 给 出 的 估计 。 在 接 求 对 征 德 可 入 Pd 二 
7.531， 丙 用 定理 中 的 估计 式 则 为 
1， Frobenius 定理 
dp( A 【和 行 ) 
5<spfdJs10 (出 ) 
2， Teuernaon 淮 理 
14.225< (AA).816  【《 行 ) 
4.414< pf 4J<s9.707 【 列 ) 
3， Ostrowski 定理 
.4.732<pf DSS9.577 【《 行 ) 
4,500< Pd)<ss9.667 《如 ) 
1， HBHrauer 定夺 [ 
5.182< 0 4) .359 (C47) 
1.851<C 6p.4) 9 472 如 


二 、 稳 定 黎 阵 


在 第 四 章 我 们 看 镜 ， 微分 方程 的 稳定 性 球 论 er 
和 祭 附 ， 洗 们 的 特征 值 胡 有 负 实 邵 ， 基 把 它们 时 敌 称 定 矩阵 。 
所 对 应 的 一 阶 微分 方程 组 二 4x 的 器 解 是 潮 近 稳定 的 。 事实 上 
如 果 世 购 所 有 特征 值 的 实 部 请 非 正 ， 则 乏 其 为 平 徇 定 持 阵 ， 这 种 
矩阵 4 与 方程 组 = 4x 的 替 解 巷 定 性 窗 切 相关 ， 当 它 的 有 零 实 
部 的 特征 值 为 兹 重 根 时 ， 则 方程 组 的 零 解 做 是 Lyapanoy 将 多 了 了 称 
定 的 。 因 此 专门 讨 诊 这 类 垂 阵 的 畦 征 值 是 有 有 特殊 章 尽 的 。 

定理 5.4.5 药 -eRsxn" 的 所 有 非 王 对 角 元 ay 之 0， 且 在 在 
一 组 正 数 三 ， 1; +， + ,使 得 


py iarriss0， 1 
了 一 工 
则 了 是 笠 和 枉 定年 阵 。 
证 明 谈 4 为 4 的 转 征 以 ， 一 (19 Nos "ly Xn )7 为 相应 
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的 特征 向 量 ， 且 记 一 xz/ [yn =maxlyi|s 由 有 
Axie =Afiyi = Tatiy, f=1; 2 wp 
了 一 下 
特别 取 i 二 im， 剧 有 


Afm=dmmt mn 之 mi t 7 i lm 
四] 


因此 能 够 得 到 
[ata annta lS Tiyan | |y; /yl 
入 
2 ie 
了 mn 


再 利用 条 件 之 ia, ,<<0， 人 独得 到 


[A -ann] tue — Fm mr 
销 去 如 ， 便 得 到 一 aws| 达 ~amn。 从 给 定 的 条 件 可 知 en 必然 


为 负数 ， 否 则 守 tyai,<0 不 可 能 成 立 。 这 总 号 着 4 的 所 有 转生 


值 分 别 位 于 忆 《 一 lamw] : 0) 为 圆心 ， 凡 |aws| 为 全 径 的 一 些 贺 
藤 上 ， 故 .4 为 站 稳定 第 泗 。 
从 上 面 的 证 明 过 程 可 得 如 下 推论 


推论 5.4.6 如 果 定 理 5.4.5 中 的 条 伞 六 arifyS0 改 为 


Si 0 (i 二 1，2，…,#)， 则 A 是 稳定 矩阵 。 

对 于 一 般 的 复方 阵 ， 有 Rehrbach 定理 

定理 5.4.7【〈Rohrbach) 若 对 AtC"*" 存在 一 组 正 数 7， 
yt 使得 


Silaril -tifela) i=1, 2， ei# 
i=1 
i 


则 有 4 是 尘 稳 定 短 阵 。 
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1 i 一 


证 明 条 用 与 定理 5.4.5 相 间 的 特 导 ， 问 样 的 推理 可 得 
| din=anntnt 字 mj til; /ta 
je 
上 上 式 两 端 取 实 部 再 取 模 ， 恒 得 
|Ref 2 -Re(onn?1te=| Re 人 六 G@o 了 /yn) | 


ff 于 1 
Fa 


<| ST ant yi /ye 
六 

< 之 [an; | ti 一 tnRelanm) 
了 一 
下] 


从 而 得 到 
[Ret27)— Relasm) | Relans) 
这 样 恒 证 明了 4 的 峙 征 值 都 有 非 正 的 实 部 ， 即 4 是 叶 稳 定 卸 阵 。 
后 定理 5.4.5 的 拱 论 相仿 ， 当 条 件 
袜 丰 eg 二 -有 Re(er) 一 12， 
本 
中 都 改 为 严格 的 订 树 号 时 ， 可 制定 4 是 稳定 筷 阵 。 特 别 是 在 上 还 
和 茶 件 中 把 所 有 玉 都 取 作 1] 时 可 得 
推论 5.4.8 车 4A4eC"*" 满足 
Refaii yc 一 > laijl; i= 2 ys 
有 
则 -4 是 伴 称 定 矩 阵 ， 而 当 上 述 不 等 趟 改 为 严格 不 矢 式 时 ， 4 为 稳 
室 性 托 阵 。 
推论 5.4.9 设 AeR"* 满 足 


eri- Elarsl) 二 了 2 :ry 天 («*) 
fF 
则 4 是 稳定 的 当 且 投 当 det( 4) 尘 0。 


证 明 必要 性 是 显然 的 ， 因 为 称 定 算 阵 不 能 有 夫 特 征 值 ， 故 
也 是 非 音 异 的 。 现 在 看 充分 性 。 由 于 det( 4) 半 0， 故 .A 不 能 有 和 零 
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征 特 值 。 根 据 盖 氏 圆 盘 定 理 有 


另外 揪 条 件 (*) 知之 Jo 故 调 


1 
| qi si 
此 即 


— or rE Rel A) od Tm (Ad |Re( 2) a, 
从 而 扒 因 Ro(4)<<0。 攻 Re(2)=0， 则 从 二 面 不 和 区 的 契 下 各 分 
可 以 制定 inf4D)=D， 内 而 与 4 涪 有 罕 畦 征 什 的 结 褒 巴 拓 。 因 而 共 
能 是 
Rer dl<cn0 
这 就 证 出 了 -4 基 重 定 拭 阵 。 


三 、 正 规矩 阵 与 Hermite 和 矩阵 


关于 一 - 般 正 规 算 阵 ， 这 时 只 但 织 共 范 数 与 谱 补 答 的 关系 。 为 
了 下 较 ， 先 给 出 一 盘 方 竹 的 结论 。 

定理 5.4.10 上 方 隆 de Cr** 的 谈 侍 径 不 大 于 4 的 任 休 一 种 相 
容 的 外 阵 范 数 。 

证 明 设 上 :中 是 全 一 种 相 容 的 范 数 ， 及 记 上 4 用 =m。 现 
祝 提 矩阵 如 二 (0+ 2) 4A4， 具 中 ze 为 三 一 正 数 。 很 显然 有 


iB =Carte) Tl 41 = 


‘<1 
从 而 有 
1 8B"* -00= 1 2"H< Bl"—>0 (noo) 
这 说 明 B" 一 >0。 据 第 二 章 挫 论 2.2.8 知 B 的 大 有 特征 仿 的 黎 邦 
小 于 1。 营 4 的 畦 征 值 为 4， 则 8 有 特征 值 凤 =(2 十 e)-!， 从 而 
得 到 
In|=(a+e)-1| Al<1l 
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a -一 一 一 - 一- 一.… 


二 有 
[4l<at+e 
由 5 可 太 和 任意 小 ， 上 故 得 到 |41 志 a= 吓 .4 有 上 ， 从 而 证 明了 .的 所 
右 畦 征 值 的 禄 都 不 夫 于 上 44 上 ， 当 然 有 pt .4 专用 4 用 。 
这 里 特别 强调 相 容 的 让 阵 范 数 是 因为 对 革 些 币 相 禾 的 范 数 ， 
和 定 焉 是 不 愤 的 。 例 如， 若 取 弗 数 的 定 文 为 


| A =maxloss| { 本 ) 
已 是 不 析 闪 的， 印 不 满 四 用 4 呈 几 委 肯 才 让 和 如上。 东部 取 
1 二 
=28= 
[， 1 
则 有 
2 2 


48=| ， 2 


其 是 4 二 和 8 二 1， 让 4B 上 =2， 焉 然 不 消 四 
4ABiel A NB 


4 3 了] 
4 |[ 
3 生 ] 


按 (#) 定义 的 范 数 有 有 上 .4 有 ==4， 而 Pt)=7， 点 定理 不 其 。 
现在 需 正 秽 阵 的 谱 千 径 与 范 数 问 的 甘 系 。 
定理 5.4.11 洲 4eCr*" 是 正规 此 阵 ， 则 有 
oe A)= | 41 2 = ax 站 4x | 四 


红果 取 


R= (SE) x=, Ear ee Ea) 
证 明 设 4 为 4 的 一 个 特征 值 下 满足 121 二 p(4)，xs 为 对 应 
于 2 的 一 个 特征 向 量 且 满足 是 xs 有 =1。 则 显然 有 
| Axods=H Axo) ,=i i x ,=p(A) 
从 亩 有 
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POA HAro ds max ,Ax := |: 


另 一 方面 ， 正 规 斥 降 4 西 相似 于 对 角 阵 ， 即 存在 酝 阵 鼠 ， 使 
得 
A=U0AUH, A 二 =diag(4,， 有 4 A,) 
再 枢 据 西 变 换 的 保 范 性 ， 故 有 
a =UAUS ,= Al: 
一 ，max ， I Ax : 


= max ey 


xfs -1 7 一 
< mx pO (SNS) 
zl-1 i=1 
=pt 4A) 
其 中 假定 x 二 (81， 2 7 综合 以 上 的 推导 缚 困 ， 恒 让 
明了 ptA)= 目 4 ,。 
土 面 的 定理 把 p( A) 的 计算 转换 为 求 夯 数 
Ts EE "3 二) 全 Ax 
在 CG" 的 单位 球面 上 的 最 大 值 问 题 。 引 入 Lagrange 彝 子 ga， 述 吓 进 
一 步 化 成 求 功 数 
dx)x A Ax+a(lx x 1) 
的 无 条 件 极 慎 问题 ， 从 而 成 为 一 个 微分 学 的 问 夺 ,但 解决 它 也 不 . 
是 很 容易 的 。 
Hermite 算 阵 作为 特殊 的 一 种 正规 录 阵 ， 有 叶 汰 竺 殊 的 处 埋 方 
忒 。 若 AeC*** 是 一 个 JIermite 入 隆 ， 洪 转 征 以 4 ，4,，-…，4， 
区 为 实数 ， 不 姑 候 定 4: 之 14: 之 … 六 4 董 今 A 一 qiagf dj， Mss 
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4 则 存 企 酉 红星 性 ， 使 得 
A=U AUH 

对 人 尾 给 的 xe CG”， 若 记 y= 二 x， 则 有 

x Ax—=x rt AUFx 

= yAy= S21? 

其 中 假定 y==C91， 27?。 从 而 有 

ZU yx Ax 人 CA yy 
但 由 于 yy 二 x "UUTx 二 xHx， 上 及 有 { 当 x 志 0| 寺 》 


A 


A A 


肖 着 把 2 4/ 全 甘于 4 的 如 和 钊 商 《Rayleigh quotient ) ， 
记 之 为 atx)。 注意 到 Qax)=Qaxxr xi， 因而 总 是 把 
包 4x) 四 的 x 理 解 为 单位 向 量 如 以 处 理 。 竺 别 是 把 x 分 别 取 为 4 及 
4 ,的 特征 内 量 x1 及 x 时 ,可 得 到 机 三 昌 x04 二 Qalxn)。 从 而 有 

定理 5.4.12 证 1 分别 为 Hermire 短 陈 .4 的 最 去 和 最 小 
特征 居 ， 则 有 


x Ax 

4 二 ImaX a x) 一 max 一 一 
让 xx 和 

. x" dx 

A = muir Q(x) = min I 
Mxdo=l1 x 


2 

F 实 ， 车 x; 为 对 应 本 特征 值 上， 的 竺 征 向 量 ， 则 也 有 2; 二 
Qaz(xi)。 但 求 4; 却 不 一 定 能 化 为 求 Qa(x) 的 极 值 ， 玫 访 没 有 人 竹 
么 章 芯 。 著 名 的 Courant 一 Fischer 定 理 便 是 上 述 定 理 的 一 个 推广 。 

定理 5.4.13 说 Hermite 和 插 陈 4 的 圣 征 值 依 或 为 : ?1 之 
4 于 应 的 标 淮 正 交 特征 向 量 信 次 汶 #2 
zu ， 也 就 是 说 泣 趾 

二 >; {a la ) us =6,;» i=1l, 2, ,A 
茜 姓 记 So 一 [01 Sjy=[us dss TS 则 有 有 
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二 sp QA) sp {Qwest.r, Ya 
Es 
xzEsT_1 

7 一 1， 2 "ny 7 
证 明 和 任 桶 xeCs， 用 二 Ta is 上 注 C? 的 一 个 标 
淮 正 继 基 底 ， 训 


tl 
3 一 之 ER 
=1 


让 轩 <tS 其 有 5&1 二 E52 二 1 二 0， 从 i 


下 
一 _ E 
*= 2 Erui, x= ,Fro 
= fej 
ri ls. rr 
一 一 | 一 I 
这 x 二 > ie Hi 
4 三 
上 中 
三 ， ] 
| 
了 一 了 一 了 


fl xh = 之 ji， 眠 有 
itxeA; xl 2 
wl 
AI YO xeSti 
特别 中 二 = 到 有 
(att) = 
从 而 昼 得 到 
7 =sup { Ox) axe Si ; XO } 

上 述 定 理 还 可 以 接 Courant-Fiscber 的 极 水 ~- 摇 大 形式 求 描述 ， 
证 呈 龙 推广 到 求 乓 万 陈 的 玲 异 秆 上 去 ( 见 第 二 班 定理 2.5.3)。 
这 秤 考 虚 五 趟 全 的 靖 上 台中 做 特征 位 的 变 分 捅 壕 


第 五 节 ， 例题 与 习题 


1. 川 GergSsorin 定 青 让 明和 外 入 


912 ~ 


ei 


9 1 -2 1 

, 0 8 1 1 
一; 

i -1 0 4 0 

”1 0 0 1 


有 至 少 有 天 个 实 竺 征 什 。 
提示 : .4 的 风 个 Gerseorin 国 洗 为， 
Di= {zllz-91<4}. D,= {zs-8|<2}, 
Ds= {21|z— ddl} DE {sl 11i<1} 
实 们 构成 两 个 天 不 和 接 的 连 遂 战 : 
DUD EU Ds 
显然 ， 履 ,中 所 能 包含 一 全 特征 幅 。 由 ] 实 矩 阵 .4 的 转 征 多 项 式 
为 实 对 数 凶 项 式 ， 训 苦 有 复 特征 值 ， 必 共 辐 成 对 出 现 。 因 此 石 ， 
中 包 合 的 一 个 圣 征 慎 必 为 实数 。 面 玉 通 域 必 ,可 刀口 习 Ds 中 的 宇 个 
淹 征 值 至 少 有 一 个 为 实 的 ， 从 而 证 即 4 至 少 右 二 个 实 竺 征 值 。 
2. 用 阿 冰 定理 合计 乱 际 


| 1 1 
| 1 _ 一 2 _ . 2 个 
] 3 
4=| - 2 2 ! 0 
1 所 . ’ . 
0 5 3 2 
一 1] 0 全 5 


畦 征 短 的 分 布 范 加 。 

3. 以 一 阶 拭 阵 为 情 ， 说 明 圆 攻 定 班 路 两 个 砚 构 成 的 连通 部 
分 ， 可 以 在 每 个 加 中 有 -一 个 振 征 由 ， 也 可 点 足 丙 个 畔 征 秆 者 落 庆 
一 个 网 中 。 

提示 ; 取 短 阵 
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有 . - 1 -一 - 
则 4 的 特征 什 为 21 一 -C5+Y 5 )，2s= -全 (5 )， 共 


益 氏 半生 为 D. 一 {zllz-21<1}， D, {zlz-3[<1} AeD, 
是》 在 门 1， 而 2aeD; 卫 2 让 四 。 说 明 阔 个 特征 值 分 别 洲 在 两 个 


和。 : . 5 
加 盘 之 向 。B 的 转 古 什 为 4 一- 5 + Ha 一 一 一 


2 的 两 个 姜 氏 罗盘 为 Gi- fsllz+3<<2 ，G，= 


{zl1z+3<s1I)。 易 册 上 i， EA 但 1; Hz 所 Cs 。 这 和 素 明 
两 个 特征 值 潮 在 一 个 司 中 。 忆 的 两 个 畦 征 德 帮 蒂 在 两 个 圆 盘 的 公 
共 部 分 。 

4， 证 姐 短 阵 


4 id 114 Ui 
， 175 215 1/5 155 
”1116 116 346 11€| 
7 47 157 377. 
的 诺华 径 P( 之 1， 而 给 陈 
14 1i4 174 174- 
5 255 175 U5, 
16 186 3/6 1/6 
[7 7 7 1417 


的 讲 伏 径 p(B) 二 lo 
5.。 在 国 鼻 定 几 中， 如 果 一 个 这 通 梧 分 是 由 两 个 外 团圆 构成 
的 ， 证 胃 每 个 图 上 泵 可 能 有 西 个 特征 值 。 
他 。 设 忆 为 西 阵 ， A=diaglars oy ry dn op 斌 证 助 矩 阵 
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3 于 


Uf 4 的 特征 值 : 潇 足 
mn 


鞭 中 二 nin lais|, MM= max J qr|o 
1 霹 了 若 扩 1 听话 


提示 ; 设 .4 关 于 转 征 慎 & 的 特征 向 量 为 x， 则 Ax = nx， 
灯 而 可 扒 焉 
x A Ax=|u| ?x x 


7. 证 明 些 阵 


， ， 
2 ll 
## 4 | 
1 1 | 
4=| 4 用 n 
i 1 1 1 
一 一 下 27 
天 1 ni 


是 可 对 角 和 化 的 ， 并 且 4 的 所 有 特征 秆 者 是 实数 。 求 出 Wim. 须 ( 4)， 
旭 imttp (CA Yo 

提示 : 注意 .4 不 是 对 称 的 ， 但 是 对 和 角 上 出 优 的 ， 且 ”个 加 和 静 歼 
相 分 离 。 据 此 可 得 到 所 需要 的 结果 。 

8.、， 设 A4，BeR"*" 且 为 对 称 阵 ， 作 函数 


gy(4， BD bb "A BA 


XN 


并 已 合 S 为 Ra*" 中 所 有 对 称 阵 的 集合 。 赴 其 
- po(A)= min maxgt 二， B) 


9， 设 AeR"*"， 岂 有 有 


i (A A 


提示 ， 投 .4 的 奇异 值 分 解 为 
A=U Dy? 
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其 路 ， 玉 撑 为 正 交 阵 。 会 Q@=UV?T,， 已 =PDPY， 则 和 
A=U NVT- UV iy Dr OI 

虹 然 Q@ 为 无 突 阵 ， 百 为 华 让 是 陡 ， 这 模 荐 A 的 极 分 解 。 所 Cauchy- 

Sehwarz 不 秘 区 光 


了 十 和 
o A Ju=# Ay=y QPvy Tig ll QTyl 


省 二 1 时 ， 受 有 
Hu oryd = yl = 
— {uy A AVY!!? 
这 藉 得 到 不 等 式 


nf AT ， _ 
8 人 一 3) A AVS 


后 利 出 定 硅 5.4.13 及 定理 2.5.3 的 结 诊 ， 性 可 证 明 所 需 的 结 时 。 
10。 设 eC"™*? 的 庶 举 径 为 P(A)， 则 一 定 存在 一 种 相 容 的 
捞 阵 范 数 是， 上 ;>， 使 得 对 给 定 的 ze 守 0 满 足 
PS A s<otA)+e 
也 厂 足 说 ， 可 以 构 齐 一 种 福 容 的 第 阵 范 数 呈 "上 #， 使 得 由 A x 
与 fd) 任意 接近 。 这 实际 工 也 是 求 Pf 4A) 的 一 条 泛 径 。 
皖 示 : 据 Senur3[ 理 ， 存 在 丁 陈 及 虐 三 角 阵 用， 使 得 
URAU= ri 
其 0 了 7 0 为 4 的 特征 值 。 因 起 
[ri lp A f=1ls 2 :+1 
琅 7 注 足 不 鱼 式 


OC nin{ lr rR0, 72 全 
了 和 


不 师 设 了 <1， 售 
由 一 iefTI， 7 1 WP" 1) 
[条 乃 ， 可 得 
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下 -一 一 -一 


n 
Pi rion righ oe ran" 


0 Fan Tas ont 


D1 RD= 


上 


| 0 0 0 ""* Tan 
巷 定 放 短 阵 Be CX* 的 荡 数 六 
Nalas= Ho UF BUDH., 
由 对 生意 的 五 ， 吕 :和 有 
六 瑟瑟 ,ws 一 儿 厂 -DT 万 1。 
= DUNBUDO ONDpU DI) 
lB Hs ll B, ls 
注意 是 4。= ,mas, 安 Jevorl。 这 者 肝 所 定 文 的 范 数 昨 .和 sx 圳 
棚 容 的 矩阵 范 考 。 而 又 和 有 
Rf A A = DO 4 
= | DinDIs, 


< max | ， | 二 (天 一 Dneaxt [rs | 
lj i>i 


DPE) E 
1 和， 谈 了 Co 为 4 的 畦 定 盾 。 让 证 : 
由- 
12， 现 崩 定 感 seC"“” 与 对 角 阵 相似 ， 旦 PUL4)<1， 则 一 定 存 
在 正定 的 Hermiie 陈 4， 使 得 4- 如 二 4 百 也 正堂 。 
13. 若 A 4 有 8# .AB 同 为 Hermite 正定 阵 ， 则 必 从 
CB}Y<I 
14.， 设 AeC"*" 下 :为 企 一 种 相 容 的 纵队 范 数 。 册 有 
oD)= Tmy A 
担 示 :证 了 4 的 畦 征 值 为 2， 4 ， 和 4， 则 和 的 特征 箭 为 41， 
A 有 
PCAS)= max | Ar| = max ‘4 
[| 
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= maxld 1)"=[p( A)]" 


下 根据 捧 阵 的 谱 侍 径 不 得 契 过 共 范 数 的 结论 ， 双 可 得 
Pt) 让 A" 
内 而 得 到 ， 对 任意 的 ma， 和 都 有 


p(A)= p04) < Al 


当然 有 
ES EA 
只 要 能 证 明 


pC 4) 一 lim 4" 
局 证 明了 效用 4A" 中 的 款 下 极限 相 输 ， 都 等 于 p(t 4)。 在 数学 分 
析 中 有 众所周知 的 Hadawmard 公式 ， 它 是 说 ; 若 竺 级 数 立 cn2" 的 


收 乱 中 径 为 ”> ， 则 对 满足 jzj<r 的 每 个 zeC ， 吕 co2" 都 是 绝对 
收 襄 的 ,及 


Lin [el 


这 就 是 所 谓 Hadamart 公式 。 下 面 我 们 利用 这 个 公式 证 明 
pODZ TH 
为 此 ， 对 任 给 定 的 >0， 取 ieC 满 足 14[=pt A472+e， 则 4- 41 
可 道 。 若 含 且 = ;。A， 则 p(B)<1, 赦 有 
A-uT=- ul -ACT 


(A-1T)! = -Cr BY 
1 ~ 本 1 em 一 让 A 
四 8 一 天 这 4 


~ 348 ~ 


若 分 > 一 。 3 则 
CA pI) = -2 F(A)" 
nn 二 
[SA HA ll"= Slesllzl" 


其 中 les1= [4 。 当 jz1<r 时 ， 袜 crljs|* 收 化 ， 且 


1 ee - 一 一 
一 一 二 lim 六 “ Je | 一 lim 交 有 AA" I 


也 就 是 递 ， 由 于 级 数 对 于 |z|<r 是 绝对 收 区 的 ， 故 应 有 
ol > 人 站 


亦 划 


1 — - 
4) 十 em 


和 由 于 上 式 对 任意 的 z 都 成 立 ， 克 有 有 
PEMD HmB HAH 
需 便 指 则 ， 这 里 芭 证 朋 不 是 很 严 烙 的 。 因 为 严格 的 证 明 需 要 复 分 
析 的 知识 。 
15. 证 明 ， 每 个 正规 给 陈 .4 (ei;) 盏 少 有 一 个 特征 己 2,， 
使 得 


[Al 守 max Ta;;l 
ijn 


16, 对 于 第 阵 AtG™*n", n 23, 设 共 特征 信 为 4，， A Li 
4,， 并 定义 
SCA)=max| A — A;| 


则 有 下 壕 结 论 . 


(a) sD<(2 AN -al) Cy 2 4 


天 ， 
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(Cb) 省 Ae R"*r, 则 
也 
st DE 2 et) 484) | 
具 中 巨 。( 4A) 表示 A4 的 所 有 二 阶 主子 式 之 和 。 


(Cc) 若 AeC"* "a 是 王 贡 年 阵 ， 则 
SC4)PPY 3 maxlassl ， 才 一 (Cr) 


C0) 若 AeC"*" 是 Termite 佐 赎 ， 则 
SCAN 2nax [eis | 
i 竹 j 了 


St mas[ {arr— dus, > 十 省 Jo | 2 1 
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第 六 章 ，” 非 负 矩 阵 及 其 应 用 


在 数学 经 济 、 和 内 率 诊 以 及 有 绩 稳 定性 分 析 等 盯 耐 ， 和 党 遇 到 一 
类 转 殊 的 筷 阵 ， 即 擅 谓 非 负 年 阵 。 这 些 矩 阵 的 元 素 皆 是非 负 的 ， 
上 夏 有 其 些 -.` 般 拒 阵 所 沪 和 的 公共 性 质 ， 计 恒 将 介绍 非 负 托 阵 的 沫 
些 性 : 质 ， 和 包括 蓝光 的 Perron-EFrobenius 定理 ， 若 重 讨 认 和 攻 机 矩阵 以 
及 它们 在 大 究 随 机 过 程 方面 的 应 用 。 为 建立 起 明确 的 概念 ， 闪 先 
让 我 们 小 经 济 学 中 的 一 个 例子 。 

例 T. 四 个 地 区 Ri ， Rs， st R4 之 间 的 某 种 货物 的 贸易 
闫 条 。 假 定 地 区 之 间 冀 备 地 区 之 座 的 货运 关系 用 下 面 的 分 数 锅 阵 
给 出 


f0.1 0.3 0 os 
07 0.6 0 0 | 
= 1 
0.1 0 1 0. 


“Ol O01 0 1 7 
共 中 cy 表示 地 区 兄 , 的 货物 每 天 运往 地 区 丸 ; 的 比 侈 。 恨 震 我 们 向 
填 目 前 在 村 地 区 部 /， Ri， Ra， 刁 , 的 贷 上 物 最 分 别 汶 wi， Bas Ds 
v4， 其 么 要 问 二 个 月 后 这 些 货 物 的 分 布 和 情况 是 怎样 的 ? 
几 于 今天 质 忍 ;运往 民 ;, 的 货物 量 是 51 57 ,因此 明日 站 下; 入 
货物 总 量 将 是 


4 
2 cisu) 
j=1 


一 般 来 说 ，Cn"p 给 出 了 ?= 天 后 货物 的 分 布 情况 。 不 难看 出 ， 把 年 
陈 C 分 块 为 


c=[ 1 ]. x=| 917 os | r=[ 1 oj] 


er ——— -_  . a 


做 得 到 
人 A" 0 
c"=[ Y SX I | 


注意 到 甘 的 谱 人 于 人 私 Pp( 于 ) 志 1， 鼓 了 ~ 这 是 可 道 的 ， 呈 


【了 一 二 和 二 之 于 


于 是 便 有 
只 _ 0.9 -0.3 二 -1 8/3 2 
"= -外 )-!= = 
之 ) | -07 04 14/3 6 | 
丰 而 得 到 
f 0 0 0 0 
! | 
0 U 0 0 | 
4 1 : 
limC"= | 115 “5 1 1 
11 4 
二 0 1 


nn 15 » 15 
这 巾 明 最 终 记 有 的 货物 都 将 集中 到 地 区 下 ;与 R。 试问. 你 能 从 
年 阵 C 的 结构 直观 地 了 解 这 全 结论 吗 ? 
例 2. 一 个 随机 过 程 的 多 子 。 为 简化 向 题 的 描述 ， 恨 定 要 考 
虑 的 物理 系统 总 共有 有 限 个 状态 ， 所 只 能 在 离散 的 时 蓝 改 变 其 状 


上 


Lsv 局 


limC "v= (90, Dy, Ut 3 + 15us tue) 


我 们 用 :二 0，1，2，… 表 未 离散 的 时 间 , 而 用 正 数 1,2,-…n 表 
示 系 统 的 =" 个 有 限 状 态 。 恨 定 系统 在 时 剂 {处 剖 状 态 ?， 开 以 确定 
的 稀 率 mi ; 转移 到 时 划 #+ 3 的 状态 1。 于 是 可 引 估 转移 短 阵 邮 = 
(ni 上 愉 果 的 定 多 ， 它 显然 应 该 满足 条 件 
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四 
ni i220 3 > :mii=1 
i=1 


第 一 个 条 件 是 说 ， 从 一 种 状态 转移 到 男 一 种 状态 的 概率 总 是 非 
负 欧 。 第 二 个 条 件 是 说 ,系统 总 共有 # 个 状态 ; 茶 一 时 刘 它 必然 处 
于 其 中 某 一 状态 ， 故 2 msy=1 。 
这 虹 个 例子 中 的 人 第 阵 C 和 ， 部 有 非 负 的 元 索 ， 所 以 焉 做 非 

负 矩 阵 。 鸭 此， 我 们 规定 ， 

半空 呈 二 和 对 所 有 的 1，j 者 有 a; 3p 

4 将 二 对 所 有 的 i，j 都 有 a; ; 守 bij 

才 是 非 负 此 阵 一 全 40 

才 是 正 于 阵 二 > A 守 0 
据 上 述 规定 ， 很 容易 得 到 结论 ， 

本 0 区 320 一 > 

A>0, zw 3 A 
是 等 式 成 站 的 充分 必要 第 件 电 z 二 尺 。 


第 一 市 ” 正 短 阵 的 蕉 本 性 质 


关于 ` 正 给 阵 的 一 信 重 要 性 质 ， 在 第 五 总 中 通过 多 ielandt 引 理 
已 经 络 则 。 为 了 强调 它 并 莉 于 后 向 引用 ， 也 把 它 列 在 这 里 。 

定理 6.1.1 《Wieilandt 引 理 ) 说 40， 则 

(4 的 庶 半 径 P(4) 是 4 的 具有 正 转 征 向 量 的 一 个 特征 
储 。 

(2) 4 的 所 有 有 其它 特征 怡 的 黎 胡 小 于 pl_A)。 

定理 6.1.2 车 zxnr 阶 方 阵 4>0， 则 [of :4 是 寡 收 效 


的 。 
定理 6.1.5 p( .4 是正 短 阵 4 的 特征 多 项 式 的 单 根 。 
以 上 三 个 定理 在 第 五 章 中 均 已 给 出 证 明 。 
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定理 8.1.4 说 #xz 阶 正和 矩阵 4 的 谱 嘻 径 为 (4)， 定 这 集合 
St4) 一 {21 守 0， 看 在 一 个 x 汪 0 使 得 4x 之 4x} 
Th 一 4140， 存 在 一 全 xx>>0 合 得 4x< 和 4x 
则 (A= max 4 一 min 4 


EStAY Aer 


证 明 崩 定 下 面 郑 虑 的 向 量 都 是 标准 化 的， 即 
x)= Sr:=1 

这 就 自然 的 排除 了 适 向 是 。 此 外 ， 还 到 
IAN= 3 Sa, 


因此 ， 项 2xs4xr， 全 和 

414x141 lx 

0 人 有 
订 凯 S 人 4 总 一 个 有 异 焦 合 。 在 4>0 时 ， 质 定 史 的 是 全 浊 侣 旦 非 
宏和 的 。 记 


六 0 ==#up 
ESEAY 


大 证 4 为 SC04) 中 胶 数 到 4 的 一 个 序列 ， 而 二 < 上 为 对 应 的 
漳 是 

dx Ax's fl 2 
的 向 加 集合 。 由 于 上 x 上 ==1， 这 表明 {x 个 是 R" 中 的 一 个 
上 界 无 究 点 华 ， 据 Bolzano-Weierstrass 定 各 ，{ sx 让 症 一 个 收 似 
的 了 季 序列 ， 记 之 为 {x} ， 设 它 收 就 到 x": 从 而 有 

hi XA A R=1: 2 
于 起 是 靖 关于 Reco 求 极限 ， 便 得 到 

Aox < AX" 

这 表明 Aoe SC4)， 同 时 也 说 明 上 确 界 4， 就 是 鼠 大 慎 。 下 于 证 盟 
20 为 志 的 特征 条， 而 x 为 相应 的 特征 向 量 ， 也 就 是 说 不 等 式 
A4ox" Ax? 为 等 式 4x' 二 140x"。 采取 反 证 法 。 如 车 不 然 ， 不 内 
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i Ts 


i 


一 般 性 可 设 


Rn 
Dax Anxi™d>0 


Sarsjx;- Aoxe0, R=2, 3, + nC#) 
=-1 


其 中 x 一 (x x 现 取 
ym 2d OF Os 1 OT 
则 不 难 验 还 有 
Ay> Any 
心 与 4 一 ma 4 相 巴 后 ， 收 df 一 0。 问 理 可 十 明 (* ) 中 的 不 等 号 


者 是 等 异 。 反而 证 轴 了 4 为 4 的 特征 值 。 仿 照 定理 6.1.1 的 证 明 
方法 ， 可 证 得 x">0。 鹤 下 来 的 工作 是 要 评 明 4=P 4)。 如 果 
偿 存在 一 全 特征 值 4 满 是 14 之 2 ，> 为 和 应 的 特征 向 是 , 则 可 下 
of[zllzsl1， zi7， 由 -4z= 一 sz 恒 得 到 

iA lv 4m 
身 此 再 根据 4 的 定 艾 ， 应 该 有 有 122o。 从 测 证 明了 2 一 121。 
上 彝 定 理 的 证 明 过 释 可 务 不 生 式 | 42 为 车 式 。 夏 

1 .4z| 一 [42z1 一 121p== du 
因 紫 z= 二 Cw ， 妇 为 - 黎 常 数 ， 加 人 0。 于 是 Az 一 42 等 价 于 A 一 
有 ww ，4 是 正 实数 。 这 就 证 明了 =26 二 P(A)。 

前 面 证 明了 c( 4) 的 最 夫 性 ， 下 面 来 证 明 其 下 小 性 。 若 对 蕉 

个 jy 庆 0，A# 扩 4#8， 则 对 任意 的 z 空 0， 恒 有 

iCz1y) (| A0) = Az |vy) 
如果 取 为 417 交 相应 于 谱 个 径 P( 4) 的 特征 向 量 ， 则 有 

2 70 
中 Jtzi) 半 0， 鼓 4 宇 pt 4)}， 这 样 恒 证 明 下 

P(AY=min 4 


iETC1) 


, 例 T1. 设 4 主 B00 则 p(t A) 宇 p(BB)。 
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证 明 设 x 为 .4 的 对 应 于 Pt.A) 的 正 特 征 向 量 ， 则 有 
Bx 人 x =p A)x 
利用 定理 6.1.4 中 必 ( 召 ?的 极 小 性 ， 委 有 
PlBYEP{A) 
其 实 ， 结 论 对 于 4 空空 0 也 大 成 这 的 。 
定理 8.1.5 设 .1 为 xn 阶 的 正和 年 阵 ，4 表示 从 4 中 去 
掉 第 人 任意) 行 和 第 i 列 后 记得 tx 一 1) xGa-1T) 阶 正和 矩阵 ， 则 有 有 
PR Ti) 
证 明 采取 凤 证 法 。 记 
4 一 fd As_ 1 =P.Adn 1) 
不 失 一 般 竹 ， 取 .4s_ 1 二 (qa; 7)， 1 了 二 1，2; ;4-1 了 是 有 


aryi—Ada dis i=1, 2, sn-1, yi~>0 


i™1 


SE aii hx i=], 2 rs nn; xi 
了 = 
上 上面 第 二 个 等 式 中 的 前 #1 个 方程 为 


去 
站 TOrnTn 
了 一 人 
An(Cxs 一 inxal /nl An 


Ei 则 .上 让 人 虱 上 与 4;,_ ;的 厄 小 性 
sl 二 min 1 
AETCA) 
发 生子 盾 ， 政 必 有 PP ae。 
利用 定理 6.1.4 和 定 坦 6.1.5 也 可 证 了 定理 6.1.3， 下 面 给 
阿 个 证 明 。 

证 法 一 ”和 荣 取 到 证 法 。 设 p(.4) 不是 正 矩 阵 了 4 的 革 特 征 值 。 
仿照 对 Jordar 辐 维 形 的 过 褒 斌 条 ， 必 存在 ?zh 使 得 对 落 个 & 蒂 2 有 
CA PCA Y=0, (4-PUd7 Us0 
这 就 意味 着 (4 -A047 1y 斋 4 对 应 于 特征 侍 pC.A4) 的 一 个 
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特征 向 着 ， 豆 它 必 须 是 定理 6.1.14 中 的 x' 一 个 标 景 迷 ,和 亨 这 个 桩 
数 通 过 对 yy 的 适当 选择 ， 总 可 取 为 1， 因 此 有 
x = A pt ANTD iy 


车 记 z={ A-—- pC(ANTD yy 
便 有 Az=0(A)z+ x pl 4)z 
仍 取 v=tlz,|, [zs | ， 本 [za1)7 
据 上 式 儿 有 .Avu 守 p(t AYv， 这 上 与 pL A) 的 最 太 性 
P(AY = mes h 
发 生 和 巴 盾 。 
证 法 二 证 了 4)==dall A 447)， 据 行列 式 的 求 导 法 则 ， 有 
oy ol4-41| dl(A-4D; 
f= 2 2 04 dA4 
SR dA- A470,i 
= dd | 
一 一 SSX, 


其 中 天 | 为 (4- 477)1; 的 代数 余子 式 。 车 记 44 .为 4 阵 去 掉 第 i 行 
和 第 ; 列 所 得 到 的 子 矩 阵 ， 则 有 

fA= -Ai -ATI+|As -47 +T…+14 一 47) 
揭 定 理 6.1,5， 对 所 有 的 ?， 有 P(A4) 计 pt 41), 逐 诸 1A: 一 247 了 | 为 
具有 相同 首 项 系数 的 4- 多 项 式 ， 故 它们 在 4=p(.4) 处 有 相同 的 
符 导 【为 任 和 7 ) ， 因 此 六 (ps0， 这 意味 着 pt{ 4) 为 4 的 
单 特 征 依 。 

定理 6.1.4 用 最 大 最 小 性 定义 丁 正 稍 阵 4 的 谱 守 径 04)， 
其 实 p( A) 还 可 等 价 地 天 壕 为 ， 

定理 6.1.6 设 4 为 n x# 阶 正 址 阵 ， 则 


TT 
pp{A)=max min > Aaj x Ny 
等 i z=] 
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rir, 


。 . 
=min max Sa FRY 
" 


盐 中 x 古 启 有 非 负 不 为 窒 的 向 时 中 蛮 化 。 
这 不 定理 的 证 叮 留 给 读者 完成 。 对 于 下 第 阵 的 谱 守 径 我 们 在 
了 两 种 才 示 方法 ， 共 对 应 的 正 畦 征 向 节 买 如 何 得 到 呢 7 下 机 的 定 
理 给 出 了 一 个 解答 。 
定理 8.1.7 试 -4 为 下 短 阵 ，c 尖 作 一 非 负 向 其 ， 多 极 跟 
| vlimAeip(A)® 


存在 ， 由 是 -对 庶 于 让 4 的 一 个 正 竺 征 耐 县。 除了 因 * 的 选取 所 
决定 的 -个 奈 旦 倍数 外 ， 它 是 了 蛤 一 的。 

证 明 全 并 .根据 定理 68.1.2, 靖 是 震 收 黎 的 ， 
议 懂 限 


Tim 


Re 
三 在 o 是 .4 对 大 了 特征 他 oC 的 等 征 向 基地 是 显然 的 ， 因 为 
TT 
By limB 4 eip(AY 一 1 DT 
信 丽 :全 
AUT (A 

由 本 我 们 莽 和 不 计较 的 一 个 标量 售 数 ， 不 尖 一 般 人 性， 改 可 丛 

定 所 少 虐 的 c 消 是 


cBP0， cs 


洲 #， 2 分 别 为 取 初 值 c，d 时 所 得 到 的 极限 。 选 取 标 县 上策 得 2- 
1z 下 清和 一 个 分 量 为 党， 其 休 分 量 芭 大 于 或 等 本 等 。 在 定 惠 6.1.2 
的 证 明 中 便 经 指出 ， 和 如 若 y -fz 夺 0， 必 有 By- tz)>0。 但 另 -- 
万 面 肥 丰 有 


{ly iz)—=By- tHa=y- is 
除非 y -tz 二 0， 填 则 恒 发 生 了 矛盾 。 灵 出 于 
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训 和 ?二 1， 中 而 征明 y= 二 z。 
美 于 正 短 阵 还 有 如 下 的 重要 结论 ， 
定理 8.1.8 设 4 为 正 从 阵 ，x 是 .4 的 对 应 于 特征 和 值 pC 人 DD 的 
畦 征 向 景 ，y 为 4 7 的 对 应 于 转 征 信 Pp( 4 的 在 一 正 特 征 向 其 。 则 
lim( PAY 入 一 (和 x 


证 明 仍 记 8 二 2( 4 由 Pin 号 存在， 记 之 为 二 。 逐 山 


也 一 li 号 一 Dim2 = Bi 
本 和 世人 
于 中 二 ;为 方 阵 荆 的 第 1 天。 这 吉明 工 的 各 列 都 巧 六 的 对 应 十 转生 
扯 工 的 特征 向 后 【 若 二 ;不 是 委 向 量 的 话 》， 出 于 下 年 防 刀 的 特 
征 慎 wf B83) 二 1 是 单 特征 慎 ， 量 B 是 每 收 黎 的 ， 故 刀 对 应 于 特征 什 
al 加) 二 1 的 圣 征 子 答 问 是 -一 维 的 。 由 村. 
Bx=o() lAx= x 
页 xx 也 十 万 的 对 应 于 特征 箱 ot8)=1 的 转 征 向 好， 这 就 意味 鞍 每 
个 上 ,此 是 x 的 一 个 标 巧 售 ， 不 着 记 之 为 上 ;二 rj;x， 产 记 r+ 二 {ri， 
ros 7 则 
TL=[LLi,l 
= [rixrexwerax = xr 
区 则 于 CB7)*y 二 yg， 豆 有 #7 y。 从 而 有 
Hy =yT LL =y xr 
漠 而 易 风 下 x 千 0， r7 了 = (yx) 1y7?。 最 后 便 得 到 
lim( PCOA) TAN = L(Y xy 
例 2. 坝 在 用 上 还 结论 采 研 究 末 迹 开 头 所 给 例 工 中 的 问题 。 
汇 定 有 a 个 单位 的 商品 按 扼 阵 | 


了 
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Pi 


(0.1 0.2 0.1 0.1~ 

| 0.7 0.6 0,1 0.1 

oo.1 Ol 0.7 0.1 

ol Ol 0.1 0.77 

在 各 全 地 区 之 间 运 输 ， 其 中 cc; ;天 东 每 天 从 民运 往 忆 ;的 现存 货物 
的 上 比例。 还 假定 这 ec 个 单位 的 商品 在 玉 1，R,， 丸 9， 了 站。 之 间 分 
配 ， 自 前 分 别 各 斤 有 1 ， v2， vs 刀 个 单位 。 试 给 出 华 月 或 一 个 
月 之 后 ， 这 些 商 机 分 配 的 情况 。 

我 们 已 经 知道 ，C5o 给 出 了 天 后 的 分 配 情况 。 我 们 用 定理 
6.1.8 的 结论 ， 考 查 一 下 当 上 很 大 时 ，C*v 将 是 怎样 一 个 结果 。 
若 取 

y={1, 1, 1, 1)7 
则 易 见 C7y=y， 境 明 忆 有 转 征 慎 1， 故 知 PIC) 之 1， 但 从 特征 
什 的 估计 中 知道 

pC) mor( SC; FE )= 1 
因此 pL) 二 1。 读 者 也 可 验证 : 取 x= 二 C6，16，11，11)7 有 时， 有 
XxX 二 x。 从 而 有 


lmCiv= (yx) lxy'y 
en 
= -了 (6 16, 11; 11)7 


慎 得 注意 的 厂 ， 上 面 的 极限 仅 取 决 于 篆 阵 C 及 qa， 而 与 v 无 
基 。 这 一 结论 表明 ， 不 管 开始 时 商品 是 如 何 分 配 的 ， 最 终 地 区 


Ri; 将 拥有 个 商品 。 共 并 妖 时 地 区 尺 s。 总 有 分 配 到 商品 ， 或 


井 拥 有 至 部 a 个 单位 商品 ， 则 最 终 它 总 是 有 a /4 的 商品 。 与 例 1 此 
较 可 能 会 感到 不 好 理解 。 在 鲍 工 药 情 形 下 ， 洁 地 区 RR 原来 汕 有 
货物 ， 最 终 它 也 会 有 (4uw 十 3v02)/115 个 单位 的 货物 ; 如 果 它 一 开 
始 拥 有 华 部 货物 ， 便 永远 拥有 这 捍 货 物 ， 这 与 倘 阵 的 结构 有 
闫 。 
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第 二 节 ” 素 算 阵 (Primitive matrix) 
上 上 一 节 我 门 得 单 地 介绍 了 正 强 了 的 某 些 性 质 。 现 在 讨 讼 更 为 


一 般 的 非 负 策 阵 。 ' 
定义 6.2.1 对 于 非 负 短 隆 4( .4 闵 0)7， 各 果 存 在 自然 数 m， 
使 得 .4" 尖 正人 第 阵 ， 风 称 .A 蚌 一 个 素 认 阵 。 


0 1 芋 
俩 嫩 4 ， 0 | 


恒 是 一 个 素 第 阵 ， 因 为 44 关 0。 有 从 素 违 阵 的 定 文 可知 ， 所 有 下 所 
阵 的 集合 是 案 抵 阵 集合 的 一 个 子 集 。 下 述 推 迁 是 明 然 脱 。 

推论 6.2.2 设 A 字 0， 吾 宇 0， 月 .1 为 素 录 阵 ， 间 有 

{DD A477 也 是 崇 录 辽 ; 

(2) 对 性 一 自然 数 {，' 咏 素 算 阵 ; 

{3) 4+ 如 也 是 焉 第 阵 。 

证 明 (1) 与 人 2) 是 因而 据 风 的。 出 于 4 是 案 矩 阵 ， 故 存在 
mst 于， 使 得 4” 汪 0。 因 为 

(A+BI"= A"+O 

基 中 己 污 0， 均 《4 十 8)" 守 0， 从 而 证 明子 (3) 。 

是 然 正 息 阵 是 豆 给 阵 的 子 集 ， 那 么 喜 会 问 : 素 单 阵 是 枯 也 具 
有 正 第 阵 的 某 些 体质 ? 于 面 给 册 回 答 。 

定理 6.2.5 说 -4 为 素 秆 阵 。 则 p( 4) 为 4 有 具有 下 转 征 向 吧 和 的 
单 特征 值 ， 电 4 的 其 它 畦 征 仿 4 都 满足 | 2 过 pt 4)。 

证 明 据 定 多， 存在 me 六 全 得 4">0， 根 据 定 理 6.1,1， 存 
本 YY 关 有 满足 


-一 
现 合 2= Bp A)! A'x 
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则 有 有 A8= SpA) A'tix 
= pA ATTixt pC A "A™x 


= pA A xt POA mp LA) x 


由 于 对 任意 的 KV， 痢 有 
由 
丰 上 式 习 可 写 成 


-全 一 pC SB pCAY Ait 芝 


= p(A) Ep AY A'x= (CA) 


受 因 是 正 向 量 与 非 贷 向 量 之 和 ， 鼓 #3 守 0。 这 便 证 明了 oC) 是 .1 
的 具有 正 特 征 向 量 的 特征 值 。 

注意 到 x 和 # 都 是 .4* 的 对 应 于 单 特征 值 pC20” 的 圣 征 向 屋 ， 
所 证 x 与 是 线性 相关 的 。 因 此 x 也 是 4 的 对 庙 于 pt .4) 的 正 特征 
向 量 。 

下 面 证 明 p(_A) 是 .4 的 单 特征 慎 。 很 显然 ，pt 作为 .4 的 是 
征 馆 的 重 数 《 即 代 数 重 数 ) !， 不 得 超过 of 4)” 作 为 .人 的 特征 逢 
的 重 数 。 由 于 p(.4)m" 屁 47" 的 昔 持 征 值 ， 故 上 1 

最 后 证 明 4 的 其 余 畦 征 值 4 都 满 是 

| z | < 
采取 友 证 法 ,车 4 有 特征 值 ? 满 中 14| = pt 4), 则 对 基 个 非 活 的 5 
在 -43 一 48， 众 人 而 有 
二 
145 = 和 人 二 POLO At) 
赎 子 4" 的 鞭 它 所 有 转 征 值 ap 由 DJ 改 蜂 有 
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re -一 -一 - -一 一 一 -- 一 ----- 四 一 


4A" 一 pt 4， 和 否则 会 导出 矛盾 。 于 是 
(4 
但 pC A") 为 4" 的 意 根 ， 疏 y 与 x 线性 相关 。 所 以 y 也 是 4 的 对 应 于 
PC 的 特征 同性 ， 这 只 有 当 4 二 p( .4) 时 才 可 能 。 
定理 6.2,4 设 14 是 叱 给 阵 ,x 为 .4 的 对 应 于 pl.A4) 的 正 特征 癌 
最 ， J 是 4? 的 对 应 于 P(t A4) 芍 酝 一 正 竺 征 向 量 ， 则 有 
limt Pl A TA TY x) lxHT 


证 明 略 。 
半 滞 可 能 会 同 ， 给 定 斐 负 短 阵 了 4 除了 定义 外 ， 还 有 和 什么 方 
法 检验 4 是 否 为 素 拭 阵 ? 使 4?>0 的 自然 数 m 有 什么 畦 性 ? 为 


些 ， 我 们 引入 所 请 深 性 指数 (index of primitivity) 的 概念 。 

定 以 8.2.5 素 矩 阵 4 的 素性 指数 py(.A) 是 指使 4">0 的 最 小 
自 整 兹 六 。 

甘于 迷 性 指数 y(A4) 有 下 面 的 结论 : 

定理 8.2.6 人 昔 非 钢 华 阵 4 为 汪 矩 阵 ， 薄 上 且 对 某 个 正 整数 产 ， 
和 和 什 际 

村 十 人 二 十 人 
有 至 上 少 有 d{ 放 0} 个 下 对 角 元 ， 则 有 
vAIENn- d+ (nn 
起 tn 为 的 阶 数 。 

这 个 定理 和 下 面 定理 6.2.8 的 证 明 ， 需 要 稍为 深入 的 非 负 和 詹 
陈 的 知识 ,这 里 不 机 给 出 。 有 兴趣 的 读者 可 陪读 4.Berman 与 
及 .了 T ,plemmons 人 各 著 的 *Nonnegative Matrices in the Mathe~ 
martical Se 

利用 定理 6.2.6 可 以 佑 if 4 的 素性 指数 ?4 的 大 小 。 例 攻 ， 
对 于 前 面 恒 扣 到 过 的 韭 负 短 阵 


0 1 1 
4 0 | 
1 | 
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和 rear 一 rr 


如 采 和 甜 阵 就 取 4， 即 职 志 =1, 则 对 和 角 范 有 一 个 大 于 零 , 帮 d= 二 1。 
而 Rn 二 3， 因此 求 得 
yA 1-1x(3-1)=4 
实际 上 .44 关 0， 恰 好 取 了 不 等 式 的 上 界 。 
推论 8.2.7 设 A 字 0 为 n x# 阶 的 素 和 矩阵 ， 才 且 a; ;与 aj; 辣 时 
为 正 或 同时 为 零 ， 则 有 
(AE2(n -1) 
证 明 首先 可 推出 4: 的 对 角 元 系 为 正 的 ， 从 而 有 dd =n， 有 二 
2。 据 定理 6.2.6 有 
?JS 一 PT2C 一 1) 一 208 一 1 
定理 6.2.8 设 4 这 0 为 nx# 阶 的 素 和 人 第 阵 ， 则 
PIC 一 1)3 二 1 
例 "nxn 阶 和 矩阵 


A 
0 0 0 1. 
“1 1 0 .» 0 
是 一 个 素 答 了 泗 ， 共 素性 指数 YCA4) 二 (4n--1)* 十 1。 这 表明 一 般 情 
说 下 定理 6.2.8 中 的 估计 不 龙 再 改进 了 。 当 然 ， 特殊 情 议 例 寻 。 
正 集 阵 集 合 是 党 华 阵 企 合 的 子 集 ， 素 年 阵 虽然 不 具有 正 隶 阵 
的 全 部 性 质 , 但 却 有 午 村 的 定理 6.2.3 所 描述 的 性 质 ,而 素 人 第 阵 集 
合 双 是 非 负 算 阵 集 澡 的 子 集 。 试 问 : 非 负 年 阵 有 定 理 6.2.3 所 描 
述 的 性 质 吗 ? 请 看 非 负 组 阵 
:0 2 0 0 
A412 0 0.0. 
‘0 0 2 0 
“0 0 0 1， 
显然 po( 4) 二 2，A 对 应 于 PLA) 的 畦 征 向 最 为 
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wx={o0, Oo, tT, D0)7 

这 说 明 .4 注 有 相应 于 pCA)=2 的 正 特征 向 量 ， 且 P(A 也 不 是 A 的 
单 特 征 秆 。 大 且 A4 的 异 于 pt{.4) 的 特征 值 4 二 一 2 可 以 满足 141 一 
PL A)。 这 些 结论 几 平 把 定理 6.2,3 整 个 推倒 。 不 过 还 保留 了 两 
点 ; PLA) 仍 然 是 非 负 算 阵 .4 的 特征 和 值 ; 4 仍 有 关于 2 的 非 贫 
特征 向 量 。 这 两 点 结论 不 仅 对 上 而 给 定 的 4A 是 成 杰 的 ,而且 对 一 
般 的 非 负 箔 阵 也 是 成 立 的 。 

定理 8.2.9 设 4 守 0, 则 fd) 是 4 的 共有 非 负 畦 征 向 量 的 特 
征 值 。 


证 明 设 Bi~4+ 一 ~， 鼎 的 所 有 元 素 都 等 于 1。 对 任 
意 的 h2>1， 都 有 
DA 人 Bs, 
因 比 不 难 证 明 有 


PCAISEO(C Bri jE p(t,) 
若 取 4 =infp( 8,)， 则 有 

PCAY EA=limpl Bs) 
由 于 BB 是 一 个 正人 第 阵 ， 故 存在 对 应 于 尾 征 值 p( 8;) 的 正 特 征 向 
量 y*， 和 

Bry =pCB,)y 
如 同 前 再 所 做 的 一 样 ， 不 妨 设 y* 满 足 

ll = Syt=1 
于 是 可 从 有 界 无 窍 虚 列 vy*} 中 取 一 收 斋 的 子 序列 {y*1}, 且 衣 
它 以 客 于 0 二 y' 池 0。 因 此 有 

mg 一直 

lim 再 9 二 Tim Bi,y" ~ Avy? 


A =limp ( Bi, img =limpt Bs;. Juss = Ay" 
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这 表明 4 为 4 的 具有 非 负 特征 向 量 y" 的 凋 征 值 ， 巡 国 为 | 4 生 
pf4)，: 故 必 有 4 王 PC47e 

下 面 看 一 个 素 和 矩阵 的 应 用 例子 。 汶 虑 五 个 球 队 的 循环 骞 ， 每 
个 队 与 其 它 耻 都 进行 一 场 比 赛 ， 比 穴 成 绩 用 一 个 得 胜率 第 阵 


0 0.6 0,7 0.5 01 
.4 0 0 0.1 0.3 
3 1 0 07 0.2| 
5 0.9 0.3 0 0.2| 
\ 1 07 0.8 0.8 0 


来 宕 示 ， 共 中 ffi; 表 孙 过 去 i 和 击败 j 队 的 频率 。 例 如 34 二 0,7， 
意味 着 3 共 与 4 队 的 比赛 中 ，3 队 获胜 率 为 70 癌 。 我 们 一 方面 去 
”对 各 队 之 和 癌 的 输赢 制定 一 种 赏罚 规则 ， 医 如 要 求 7 队 件 给 击败 它 
的 ;? 队 xy 元 ; 另 一 方面 灾 希 望 这 种 赏罚 是 公正 的 ， 也 就 是 每 一 队 
的 期望 净 胜 量 不 要 是 负 的 。 这 种 方 案 可 答 吗 ? 计 我 们 作 一 个 分 


折 。; 队 预计 输 撞 的 钱 为 之 Fi， ， 而 之 /ixi 则 为 其 预 评语 
得 的 鲁 。 要 满足 公正 性 ， 关 系 式 

Sfixi = fr 

i=l rel 
应 对 所 有 的 ;及 革 不 正 向 量 x 成 立 。 若 取 

Gii 一 下 1 vi= Ef 
对 某 一 x>0 应 有 
x=x 

不 难 验证 所 定义 的 4= (ac,)) 是 一 个 素 秆 阵 ， 且 p(.4)=1， 因 此 


据 前 面 的 定 理 6.2.3， 这 个 问题 是 有 解 的 ， 寺 且 除 了 相差 一 个 标 
量 倍数 外 ， 解 还 是 唯一 的 。 
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第 三 节 十 可 私下 阵 


杰 节 介绍 不 可 的 的 非 负 永隆， 管 包 售 了 素 组 际 ， 尖 上 几 乎 三 
定 王 8.2.8 所 描 波 汐 性 质 。 这 种 知 陈 有 一 个 很 实用 的 性 后 ， 研 外 
易于 预 神 共 高 次 车 的 性 态 。 

定义 8.3.1 对 于 捧 阵 .Je8"*"， 如果 存在 甘 换 阵 上 ， 使 得 

B 0 
PAPT=| ~ | 
中 如 ， 如 汉 六 阵 ; 或 雹 当 于 =]1 册 才 = ， 则 称 了 是 可 鸭 拉 
freraciazre) 。 和 再 归 ， 悟 称 寺 星 布 可 约 的 Crredactprei 。 不 
订 巡 第 阵 有 时 也 上 吓 敌 不 可 分 解 际 Cinderompasable mauifrix): 


仙姑 兰 院 
1 2 3 
区 0 | 
4 5 6 


是 可 的 的 ， 树 -为 


i 
心 
Le 
一 它 
J 
人 
> 
tt 
后 5 
~ 
"~ 
全 
一 
人 
md 
| 

修一 
ko 过 
一 司 
“9 过 
一 


4 5 6 0 0 1 5 1 6 
， ， . 四 1 3 i 
可 各 下 63 的 寻 =5 了 50], | 1 oJ: 莫 风气 陈 


0 1: 
| 0 | 基 不 可 约 的 ， 因 为 企 们 2x2 阶 的 光 换 隆 了 祁 不 能 供 


0 记 0 
Ti 2 出 A 
2 | 天 7 成 为 | ， 的 形式 。 
从 定义 6.3.1 让 接 可 得 到 
推论 6.5.2 (1 当 且 仅 当 A 是 不 可 约 时 .je Cm? 是 不 可 约 
的 。 
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人 人] 坷 4A4 守 0 是 不 可 约 的 ，B30， 则 .4+ 了 也 是 不 可 纺 的 。 
证 明 (I) 是 显然 的 。 对 (2) 采取 反 证 兴 。 车 4 二 8 是 可 约 
的 ， 则 存在 置 摘 阵 忆 使 得 
a ? ] 


PtATBIPTS= P T+PBPTS 
( ) APT+P [= D 


帆 主 4， 如 都 是 非 负 隶 阵 ， 表 PAP7， 记 BP7 都 必须 具有 上 式 右 
端的 形式 ， 这 与 4 是 不 可 约 的 相 广 盾 。 

下 搂 按 定义 币 别 AtC"”*" 是 否 可 约 ， 需要 用 1 个 置换 阵 己 进 
行 验 算 。 当 ”很 天 时， 这 是 一 项 计算 量 航天 的 工作 。 不 过 ， 对 于 
秩 们 有 兴趣 的 非 负 第 阵 来 说 ， 存 在 次 有 效 的 万 法 。 苦 记 

afy (49 

则 有 如 下 特别 定理 。 

定理 6.5.5 2 xn 附 非 负 读 阵 4 是 不 可 约 的 ， 其 充分 必要 条 
件 是 ， 对 听 有 的 〈;i， 门 ， 存 在 自然 数 g， 使 得 af 凡 >>0。 

证 明 必要 性 。 条 取 反 证 法 。 芳 4 是 不 可 约 的 ， 具 对 所 有 
(2 ，7) 不 存在 一 个 自然 数 ? 人 能 得 cj 和 >0。 节 就 是 说 ， 庄 消 存在 
-对 人 1， 让 ， 健 得 对 一 切 自 然 数 g 都 有 a 89? 二 0。 我 们 取 梨 合 

5S=Ht llaft’ >0}, T= tlaft >0} 


内 村 有 
af 人 af 
收 及 门 天 三 贡 。 营 5 二 区， 则 4 有 一 列 为 震 向 量 ; 若 了 二 贡 ， 则 寺 
有 -行为 零 人 向 量 。 这 两 种 情形 都 表 表 4 是 可 约 的 ， 与 假设 4 是 不 
可 约 的 矛盾 。 现 考 赛 S 与 了 芭 不 空 的 情况 。 因 为 
Ga 
匠 [ES 用 AeS， 则 cg 一 0 且 af8? >0， 内 上 面 不 等 式 推 知 
ar 一 0。 苛 记 
S={i, fo, "1:} 
则 可 构造 置换 阵 已 如 下 ， 特 单位 开 了 的 第 坊 列 与 其 最 后 一 列 置换 ， 
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第 !,，: 列 与 共 合 数 第 一 列 葡 换 ， 如 此 使 次 侯 下 去 ， 恒 得 到 已。 这 
样 恒 有 
B 0 
pr 站 | 
其 中 为 s x 5 阶 矩 阵 ， 旦 Es<R。 从 而 说 昭 4 是 可 约 的 ， 出 现 
了 矛盾。 
这 分手。 假定 对 所 有 的 肢 和 偶 (i，7) ,存在 革 一 自然 数 9 使 
得 af77 汪 0， 而 4 之 0 却 是 训 约 的 ， 特 售 导 册 了 矛盾 。 因 为 所 4 的 可 
约 性 ， 存 在 茎 换 阵 只 ， 使 得 
万 0 
P4Pr=| 可 
匡 中 吾 与 已 昆 方 阵 。 根据 此 阵 分 块 的 苇 法 运算 ， 对 任 一 直 然 数 
下 
Hs 
A+= Pp? [0 pe]P 
困 此 在 4? 中 与 右上 内 而 上 角 圭 块 阵 相对 应 的 元 为 
af 一 口 ， VoeN 
这 与 我 们 的 假定 个 矛 拷 。 、 
推论 6.5.4 wxx 阶 非 负 第 阵 4 是 不 可 约 的 ， 其 充分 必要 条 
性 是 存在 一 个 自然 数 p， 健 得 
十 好 Te 
这 个 推 褒 的 证 明 留 作 练 可 。 
如 果 注 意 到 


下 下 
thy 一 . 
Gi > > id Gi, i ri, 则 不 
了 =1 as”1l ja-E=1 


难看 出 ，af 和 0 的 人 » fessfhts 
使 得 gi ar ri “Qj _1 0o 是 醒 得 到 如 下 结论 。 

定理 6.5 .5 人 /A 是 不 可 约 的 ， 其 充分 必要 条 
件 是 
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> 0 
所 = I 
证 明 深 分 杯 册 挫 论 6.83,41 可 每 。 现 证 仿 避 导 。 此 4 室 0 是 不 
可 约克 ， 坟 所 推论 8.3.4、， 丰 本 自然 数 p， 使 得 


FE 
~ 4 
n=l 


于 思 才 ?HH 了 人 论 于 颁 戌 江 。 ti Pens 下 式 可 写 为 
五 -1 把 
4 i }>? 
下 一 
证 日 户 -1 节 1。 村 利 HCavyley-Tiamiltow 定 理 ， 圭 式 可 写 为 


Er 

1 

~ CP | 
点 了 上 


答 俩 上 上 直下 等 式 成 亦 ， 对 得 一 络 定 的 0， 站 ， 必 存在 某 一 自然 
天 gi ， 要 得 (4; 0， 因此 全 证 得 


> A*>0 


生 这 个 定 革 的 证 国 过 程 ， 可 以 看 出 定理 有 .3.3 中 的 sr。 过 -~ 
半球， 有 如 下 挫 论 。 
推论 6B.3.8 设 训 为 A 芋 0 拘 有 陵 小 多 项 式 的 效 数 ， 则 定 
更 6.3.3 中 的 gq 满 是 
fr? i 了 
了 { wm] i 


推论 6.5.7 设 m 为 不 可 约 非 负 拓 阵 4 的 最 小 多 项 式 的 式 数 
则 
(7 A)™ >0 
证 明 记 不 等 式 左 总 展开 
B= HA = te A tet ema A™ oh A! 
ertR 二 1，2， 一 3) 此 大 于 滨 。 利 用 推论 6.3.6 得 
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Te ee -一 -一 
- -一 一 一 一 0 


Bij0, Ii 
而 B11 守 0 站 时 然 的 。 上 B 关 0。 
例 1. 对 于 皂 阵 


i0 0 0 1 
1 0 0 10 
0 0 1 1 

.0 1 0 90) 


由 下 A 二 9， | 辐 政 A 是 可 约 的 。 

1912 年 德国 数学 家 GP 了 robesins 把 Perron 定理 推广 到 不 可 约 的 
非 负 第 阵 上 。 

定理 6.5.8(Frobenius) 设 nxa 阶 短 陈 .4 汪 0 应 不 可 约 
的 。 其 

C1) 在 在 一 个 过 的 于 阵 已 肥 和 月 然 数 21， 使 得 


0 0 .0 A 
| | A 0 0 0 
3 A727 
AP To ,ed 0 
0 0 4, 0D 


拔 四 对 角 线 上 的 筑 民 可 以 有 不 同 的 阶 数 。 进 -三 还 可 得 到 
PArpT=diagt D1, Byes 1, Bs) 
Et Bi=1, 2, *， 上 六) 为 非 负 第 阵 。 
(2) 类 阵 Bi 人 二 120,) 为 索 拓 竺 ， 开 在 和 粗 周 的 谱 中 径 
CD 
证 明 这 个 定 邢 状 证 明 去 攻 , 瑞 是 构 间 了 蚂 的 , 喜 分 玫 赦 完成。 
半 污 定义 集合 
S= {keNlalt Oh 
扑 合 天 为 SS 的 万 太 公国 村 ， 基 
k=ged( .Ss) 
集合 人 关于 志 让 送 算 是 封闭 的 ， 因为 有 
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《二 二 了 3 (Ch) ， 世 了》 
GiL Ari aii 


于 是 8 的 充分 大 的 信和 数 仍 属于 S， 也 就 是 说 有 
1” a 人 >0， 对 于 充分 太 的 he 入。 
事实 上 ， 还 可 证 明 下 述 结 诊 : 
2” 对 每 个 /之 1, 存 在 整数 rr) (0<r 二 问 , 使 得 当 ay1 >0 时 ， 
对 某 个 Rue 入 和 充分 大 的 & 分 别 有 
f=RuAtris aftitriy 站 
首先 固定 i ， 定 理 6,3.3 表 明 ， 存 在 1:，se 六 使 得 
aff*>0, aff >0 
访 ! 二 pr;， 由 十 对 一 切 he WW 都 有 
+ Safs) -aft 
因此 当 a 全 关 0 耻 ， 玉 上 < 为 的 整数 懂 ， 即 
只 二 Se 
同型 ， 当 a >0 时 ，/ +s 与 + 3s 都 是 的 整数 倍 ， 故 看 在 基 
个 g 写 0 使 得 
了 一 了 十 89 
鸡 国 上 = 天 pr ， 赵 行 
T=: hp+a) tr, = hk tr 
成 之 ， 妆 [=hk+ rj 县 k 守 Pp 上 时， 使 有 
i=h(k— py)+t 
但 因 afD Ball alt (72? of{’ 0, 
且 征 通关 时 RE- pyeS， 从 而 有 a!!? >0。 
全 Cr = {iloft >0}, rr 二， -1 则 所 有 的 


集合 局 :都 古 莫 襟 的 ， 盏 则 A" 的 第 1 刘 ， 从 而 4 的 第 1 列 都 是 堆 
元 下， 这样. 将 是 可 约 的 了 。 从 前 面 的 证 明 林 知 ,对 所 有 的 j 守 1， 
存在 rje 40; 1，…， 上 -~- 工 及 是 够 人 的 使 得 
1 rr 
因而 有 
~ 372 


下 一 卫 
CC,= {1, 2， 四 n} 
『 一 自 


车 reCr me ， 则 8 是 0， eat+) 0。 由 2 可知 有 
Aqgt r=hkRotri, ho’ 十 了 一 站 下 十 六 ) 
握 定 只 ri，，r，se ft0 ly， 下 -1T 工 ) ， 因 此 必 有 有 
r+ 一 # 一 了 
即 渚 集合 Cr=0， 1T，…， 产 -1T) 是 两 两 不 交 的 。 一 般 情 况 
下 ， 有 
3” 带 a;j;>0 生 jeC.:， 则 有 
He Or<h- 1 
Ch /一 点 一 
这 个 缚 论 之 所 以 成 亦 ， 是 因为 中 
有 了 上 上述 玲 备 ， 我 们 来 构造 敬 换 阵 忆 , 设 C 中 共有 ce 个 元 ， 
拜倒 CC 二 17， 二 1 ?5 }。 赴 换 阵 PP 的 前 ce 列 取 辐 阶 单位 
了 几 7 的 第 19， 总 ，…，19 ,到 ， 紧 接 下 来 的 oc; 列 取 同 阶 兰 位 隆 了 
的 第 让 ， 让 ，…， 守 ) 列 ， 如 此 下 去 ,已 的 最 后 Ci 列 ， 取 园 阶 
单位 阵 7 的 第 站， 1 列 。 根 据 3" 的 结论 , 便 知 有 


ch 

10 0 0 A 

， 4, 0 .0 0 | 
PAPF|Io .40 0 | 


(3 OA 0 
其 中 对 角 线 工 为 cy x ce, 阶 的 圾 年 了 泗 ，P?7APP 中 所 有 的 正光 不 都 位 
于 诸 A (7 二 1，2， <， 有 之 中 。 上 式 的 一 个 特价 形式 为 

‘0 A 0.%0 ,， 

io 0 .de0 

PAPT=! : i | 

| A 
A, 0 0 .0 
有 了 上 面 的 结 座 ， 可 以 站 接 验 证 有 下 进 结 果 ， 


4° PA*PT=diag( Bi Bs ，…， Bs) 
其 中 吾 , 一 4 yAria di Ads Adsi dis f=1, 
下 面 证 明定 理 的 第 二 部 分 。 假 定 ytCe， 则 在 2” 的 让 明 中 5 

哄 可 行列 互 换 就 得 到 妇 下 结论 : 对 某 个 正 上 整数 各; 有 af?17? 守 9。 从 
1° 知 ， 对 一 团 是 能 天 的 自然 数 皮 让 aff 守 0。 因 此 ， 漆 这 样 的 一 
上 旺 包 也 有 | 

aft tit 0 
讼 在 在 一 个 与 1 无 闫 的，， 使 得 对 所 有 的 jtCo 作 

aftte 0 
娄 伺 地 可 证 ， 当 ;Co 时 ， 存 在 一 个 与 i 沉 美的 1o， 使 得 对 所 有 的 
ieCo 亿 都 有 

好 To 
由 于 有 

人 二 
六 Ga+tes0 Yi, jeCn 
县 而 知 呈 := AsAs_1… A411 为 崇 征 孟 。 据 4”  ， 对 所 有 的 R 行 
古人 一 4 

当 呈 0 上 时， 必 有 五 +10。 这 表明 互 ,是 素 纸 阵 。 类 似 可 证 五 。， 
…， 吾 ; 藤 为 素 扼 阵 。 惠 于 互 ! ， 噩 :是 素 拭 阵 ， 故 存在 何其 户 六 0， 
9>0， 满 是 


Bip=ot Bi}p, Do=:p(tB, yg 
受 因 为 有 等 式 

A,BI= BBA: ABIp=o( BY)AP 
歧 有 Blt AIP)= ot BOOCAIP) 
这 袁 明 a(B1) 是 瑟 ; 的 粗 应 了 于 正 特征 向 量 .4 的 特征 往 。 击 琅 
为 素 柴 秩 ， 亦 存在 和 六， 使 得 

Bi>0 
但 据 上 述 铬 式 双 有 
BiCAip)=pC BI AD) 
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Pr 


据 正 年 阵 的 Perrn 定 理 得 《注意 PE 一 Ps) 
nC(B)= p(B,) 
类 个 可 证 六 万 一 pi 一 1，2，…， 五 。 据 4 得 
六 站 AP 一 DC] 
=p{ldiagt Bi Bss "1, Bi))= p(B,) 
至 此 定理 证 完 。 
推论 6.3.9 考 zxz 阶 非 抽 矩 阵 4 是 不 可 约 的 ， 则 p( A) 为 4 
的 具有 正 特 征 向 量 x 的 单 特征 值 。 藉 且 岂 有 与 pt.A) 有 相同 模 的 
闪 径 特征 值 也 是 单 重 的 ， 尼 们 是 方 积 
4 一 OK * 0 
的 8 个 互 蜡 很，4 的 任 一 斐 负 畦 征 向 量 都 为 x 的 一 个 标量 倍 。 
证 明 这 里 只 证 明定 理 的 前 中 部 分 , 其 余部 分 请 参考 
Rerman 和 Plemmons 和 的 著作 。 
县 Frohenins 定 理 可 知 ， 存 在 正 向 时? 清 足 
PA'PTy= p(t AD'y 
于 是 有 
A*{PTy)—p( ANM( PTY) 
若 反 x 一 PTy， 显然 x* 守 0， 上 . 
Arx—=0C A x 


. hi 
今 和 一 之 DC 人 
Hl 
则 有 A2= 之 P(A) A x= 
丰 一 2 ， 
一 之 CAY Atlxt pl AD)! A 
hl 
= 2 PEAY HI A x+ pA)x 


=p(4) (x+ pM) A'x =p(4)4 
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由 于 4 是 下 向量 之 和 ， 故 # 计 0， 这 表明 pt A4) 是 4 的 具有 下 特征 
亲 量 4 的 再 征 值 。 另 -一方 而， 贞 于 ef 是 第 阵 diag( B8，，B;， 
…， 玉 ;) 的 董 特征 得 《因为 吾 ; 是 束 玫 阵 ) ， 从 而 知 Pf 41 也 是 
A*P7 及 A*: 的 单 特 征 位 。 前面 已 经 指出 ，p( .A4)* 作 为 .4* 前 尾 征 
根 的 重 数 不 小 于 p( 4) 作为 4 的 特征 要 重重 数 ， 从 而 这 柬 了 
DCA) 汶 4A 的 单 特征 值 。 

推论 6.3,9 充 分 地 显示 出 定 表 6.3.8 的 合 头 。 

定义 6.5.10 对 于 ”xn 阶 非 负 丰 可 约 利 阵 4， 它 的 模 等 于 谱 
补 径 54) 的 圣 征 得 的 个 数 ， 趾 艇 十 的 社 环 指数 。 如 果 A>I， 则 
称 4 是 拷 指 数 上 和 锯 环 的 。 

当 有 4 是 束 和 矩阵 时 ， 闪 下 二 1。 

现在 我 们 考 窗 不 可 约 的 非 负 矩阵 4 的 谱 平 答 。 对 任意 的 非 负 
非 需 向 量 x， 我 们 害 浆 
(Aw) 


re Wn 
性 允 


显然 有 rx 宇 0， 持 且 7 为 使 px 之 .Ax 成 立 的 最 大 实数 p， 于 是 有 

定理 6.3.11 闭合 f 三 7, 一 maxrs， 则 有 

名 站 

【1 03 

(2) 1 二 2 

(3) 2 

证 明 (1) 玫 ttl, 1，-…， 1)7, re min ose 转 了 本 
不可 约 答 阵 的 答 一 行 都 不 能 沁 放 向 最 ， 豆 rs 所 0， 从 而 有 r 字 r+ 六 
0 。 

(2) 赦 4zsrz 则 有 0as .42-> 20 现 取 一 (了 十 4 1 2， 
则 用 了 (7 0， 所 以 x05 另 一 方面 又 有 (1+ 4 
《42-yzs0， 亦 名 

Ax-—-rxD 
这 与 7 的 定义 发 生 矛 丰 。 
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和 : 


t3) 由 乎 4sz=rz) 族 0<(7+ Loriz 一 (1+r)rriz, 从 而 有 
2>0o 
从 推论 6.3.9 可 知 ， 不 可 约 非 负 倘 阵 4 的 唯一 的 于 特征 向 量 
号 与 ptA4) 对 应 的 。 向 玫 便 捧 得 定理 6.3.11 中 的 +=p( 4)。 革 中 
使 站 
定理 6.3.12 若 . 人 I 是 不 可 约 非 负 短 阵 ， 则 
fd) 一 max min CA 
0 关 


PO «i 和 

类 个 地 可 证 有 如 下 壕 结 论 ，; 
定理 8.3.13 若 4 是 不 可 约 非 贷 姑 阵 ， 则 
EA min Ta CAx), 


0 基站 i 


时，2> 为 4 的 对 应 于 PC AY 的 -… 个 特征 


全 当 p(t 1 一 max (4421 
2 Lo 


阿 败 。 

共 记 4 的 件 随 和 撼 阵 为 acj.4， 则 还 可 证 用 

推论 8.5.14 游 4 这 0 是 不 可 约 的 ，B{4) 二 adj(47 一 4), 则 
BP AN) TO 

证 明 设 4 的 特征 多 项 式 为 1(2)， 则 由 村 PEA) 是 (2) 的 单 
根 ， 鼓 有 


fn A =0, f’(o( A))>0 
据 恒 符 式 (27- A782) 二 了 4)7 可 知 ，BCp( A)) 的 列 向 量 都 吓 
4 的 对 应 于 Pl 4) 的 竺 征 向 量 ， 注 意 到 4 的 特征 根 pt 4) 是 单 极 ， 
艳 BCPCAD) 的 每 个 元 素 佛 不 为 零 ， 并 了 且 每 列 的 元 素 有 相同 的 符 
时 。 再 作 关 于 47 讨论 ， 可 得 弄 Bp( 4)) 的 所 大 元 素 都 间 号 。 肥 
[于 于 (4) 二 tr BC7)， 均 

irBep(AD= FCP A 
这 局 证明 了 Bl(p(A4)) >06 

关于 不 可 药 征 体 4 阅 0 的 庶 下 答 pt A) 的 界 ， 丰 下 述 结 论 ， 
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定理 8.3.15 设 4 衬 0 是 不 可 约 和 的 ，x 为 4 的 正 特 征 向 量 ， 
DP maxt x Xi) $1= 


| 


1 


iis = Mminsrs Smaxrsis: i 
一 上 . ' 


se AES, (S/F) 
上 让 不 等 式 为 等 式 怨 条 件 是 *=S。 


证 明 将 行列 式 


A-as -Ads md 
f(A)= -fa Fda a 
_a,, | a 
的 诅 # 一 1 行 加 到 最 乓 一 行 ， 然后 再 接 景 后 一 行 展开 ， 并 合 2 一 
PE 由 代 人 ， 便 得 到 


Co(C0D si) BPA))=0 
从 推论 8.3.14 知 ，B,; Cot A))>0， 上 上 式 便 客 味 闪 
sp AES 


闻 时 也 给 出 了 稳 式 成 立 的 充 要 条 你 。 朝 证 


TNEMIAXTi Nm—=minxer 
. 


则 有 pm Dari ( 这 i xm=s 了 和 
j=i i=l 
因而 对 和 伍 意 的 ?都 泪 
passryxi 一 一 
类 伏地 可 证 


亲人 
特别 在 二 硬 不 等 忒 dr! 取 s ;二 人 S$ 及 3 ;二 s 肝 ， 有 


站 DT 
困 王 有 有 
【SA 
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欲 使 每 式 


JJ 
二 了 = 工 


对 荆 丰 :成立 ， 臣 充分 区 妥 条 件 是 * 的 坐标 分 量 相 局 。 从 而 -的 务 
行 之 和 相等 ，s; 二 2( A)。 这 和 肝 显然 人 Sis= 二 1=y。 
让 结 束 卡 节 有 内 容 之 前 ， 我 们 举例 求 说 即 定理 6.3.8 中 构造 六 
证 的 用 尊 。 1 | 
例 2， 车 省 虚 不 可 约 阵 
“0 2 1 0 


1 | 
村 pi . ! 
2 0 0 0 
0 ] 位 0 
则 订 取 置换 院 
1 0 0 0 ~ 
0 0 0 1 
= 
0 1 0 0 
| 
由 D 1 0 
虽 行 10 0 2 1 /4 2 0 0 
: | 
0 0 1 0 本 0 0 
EY 一 - EE 一 ! : 
1 1 0 0 | 3 1 | 
“2 0 0 0. “0 0 4 2， 
二 必定 即 6.3.8 中 的 
4 2 3 ] 7 
如 ,二 ， 六 ,一 
! | ， ] | : | ， 2 | 


有 有 p(B)=0(B) 0( 4A)?。 


例 5. 基 4 字 0 是 不 可 约 的 ,给 设 和 二 3, 也 就 是 说 有 夸 换 阵 ?， 
使得 
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0 0 4 ~ 
ae A! 0 ?| 


0 |, 0 。 


共和 面 站 
B, 0 0 
or 0 a ?| 
0 0 Bs 
蕉 里 人 1 一 4 41 


紫 妊 如 ;为 素 第 阵 。 如 果 要 估算 4" ， 可 以 作 如 下 的 变换 : 
A =o Paiag( Bi!?, B29, B30) 7 
据 害 慨 6,2,.4 知 !， 惧 腿 lim( P(A4)5 训 ;)* 存 在 ， 记 之 为 上 ;， 则 德 有 
Ca lin( pA) BN PM A LAs 
Ls line Be) pC AY A A kA: 
这 意味 彰 ， 上 先 所 定理 6.2.1 汪 出 Li, 于 据 上 而 二 式 求 出 工 : 及 Las， 
太 而 可 得 2” 全 的 近似 夭 阵 
AY Pliagt LL 二， 二 3 
例 4. 芳 姑 不 二 约 的 非 负 村 和 阵 


0 00090110 1 0、 
1 0 0 0 1 0 0 
:1 0 0 0 0 0 0 

lo 0 1 0 0 0 0| 
9 0 0 0 0 0 1 
:0 1 1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0- 


能 小 三 换 阵 ， 使 得 上 ?74 Peds ti 淮 撕 , 医 记 本 “的 第 1 阿 为 1 二 
计 [3 Was Lt 要 顺序 计 筑 
1 一 


就 行 了 。 出 于 我们 只 对 志 中 的 非 宠 元 〔 记 为 二 号 ) 威 兴趣 ， 所 以 
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重复 上 进 计 算 过 程 直到 xs 的 黎 元 与 非 鞍 元 与 1， 有 有 相同 的 位 候 为 


政 ， 例 如 

Hl ts us Dp 
‘0 | “0 二 0、 
十 | 0 | 十 
+ 0 | - 
:0 | 十 0 | 
1 0 | 0 十 :0 

0 | - | 0 | 0 
0J 十， 0 ， oo, 


这 表明 of >0 二 二 af1 >0; 因此 ,对 所 有 的 于 与 六 有 六 
0 二 cf >0; qf 和 12) 0 二 Yaf 引 守 0。 这 俐 告诉 我 们 有 二 3， 
C= {2, 3},， C= {4; 56, 7}:， Co= {1，5}。 闻 JCr， 


就 可 以 构造 佐 阵 P 
‘1 0 0 0 0 0 0* 
[ln 0 1 0 0 0 0 
|io vv 9 1 0 0 0 
P= 0 0 0 1 0 0: 
10 1 0 0 0 0 0， 
0 0 9 0 1 0. 
.0 0 0 0 0 1: 
不 难 算 出 
ro0 0 0 1 1 0) 
“0 0 0 0 0 1 
1 0 |] 0 站 站 性 总 AAs 
PiALP= 1] 0 0 0 0 0 0 -| 4 » | 
0 0 0 0 0 0 0 0 4. 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 9 0 
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i 


进步 还 可 算得 


3 1 2 2 1 1 DD 
PTA | | | | | 2 2 1 ) 
1 J 1 2 1 1 1 


第 四 节 ”随机 年 障 与 Markov 过 程 


”本章 的 开始 就 给 皇 了 随机 竹 阵 的 例子 ， 它 是 一 燃 重 归 的 非 负 
第 阵 。 这 一 节 我 们 给 下 随机 第 阵 的 定义 ， 关 考察 它 的 一 些 基 本 性 
质 ， 分 绍 非 负 魏 阵 的 各 种 应用 。 首 先 介 绍 齐 莹 Markov 链 。 这 样 做 
的 原因 ， 一 是 随机 过 程 的 研究 为 非 负 第 阵 的 理论 提供 了 最 完美 的 
应 用 ; 二 是 Manrkoy 过 程 能 很 好 地 撒 述 工程 、 和 商业、 物理 ， 生 物 千 
多 万 而 的 现 每 ， 有 兰 广 渤 的 应 用 。 Markov* 链 通常 是 作为 描述 具 作 
证 案 固 定 状 态 的 系统 的 个 理 户 烧 型 ， 这 个 系统 在 单 舍 时 癌 间 阿 
内 搂 记 雍和 撼 阵 共 某 一 状态 转移 到 另 一 状态 。 

如 来 系统 在 时 齐 有 ~- 工 (他 1) 处 于 状态 sr ， 则 下 :时 刘 将 以 
区 这 1 转移 到 状态 sy。 转 移 概 素 的 集合 CR) 对 所 有 的 +， 
了 县 8 都 是 已 和 基 的 。 一 昌 系 统 的 规 译 状态 蔬 知 ， 它 就 完 从 规定 了 系 
统 的 概率 特性 。 如 时 柔 统 的 铸 态 是 有 限 的 ， 则 这 个 过 程 也 是 有 限 
的 。 如 果 淮 率 # ;C8) 对 所 有 的 &21， 都 与 无 关 ， 则 这 -过 程 各 
为 是 齐 式 的 ， 这 时 随机 过 程 的 转移 和 矩阵 为 二 {1 1)。 

定 尽 6.4.T 有 限 齐 次 Varkov 过 程 是 指 下 列 条 侍 所 构成 的 系 
统 ， 

(1 一 个 有 限 状态 案 侣 SS 一 fs 52 sa} 上， 

(2) -一个 mxm 阶 宇 阵 了 =(0 7， 共 中 表征 对 统 从 状态 si 转 
移 到 大 态 sy 的 条 率 : 

(3) 一 个 4 维 向 最 人 ?一 Cz?)， 其 中 9 是 系统 
人 在留 始 时 列 旺 村 状 志 s :的 概率 。 

我 们 上 几 记 祷 上 二 (让 ， 丫 类 示 这 个 有 限 齐 浆 We 显然 
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Markor 链 的 转移 拓 际 下 应 满足 条 件 
f 2 S 1 一 1， lI， 了 < (#4) 
于 一 下 


定义 6.4.2 一 个 4x 阶 年 阵 了 了 一 4 车 满足 (* ) 中 的 条 
件 ， 便 称 之 为 【 行 ) 随机 箔 阵 。 如 果 还 满足 条 什 


1 了 一 |， 2， "ry 7 
i=1 


则 称 之 为 六 随机 夭 阵 。 
为 方 届 计 ， 记 阅 最 e 一 (1，1，…) 1)7, 
定理 6.4.3 随和 灿 人 第 阵 的 电大 转生 人 秆 为 1 。 非 负 垂 阵 了 为 随 
机 第 阵 的 充分 必要 条 件 是 ，e 为 了 对 应 于 等 征 什 1 的 转 通 向 是 。 
证 明 ”由 于 人 酝 一 非 负 和 矩阵 都 可 辕 作 正 想 阵 序 列 的 极限 ， 即 车 
4 社 0， 则 总 有 4;, 计 0 使 很 
nn 二 -二 
双 由 杆 正 答 阵 4 是 不 可 约 的 ， 困 此 关于 不 可 约 非 负 于 阵 的 其 上 
性 质 很 容易 拱 六 到 一般 的 非 货 知 阵 。 所 必定 理 6.3,15 中 的 不 等 式 
SA ES 
对 所 有 磊 负 开 隆 志 是 成 立 的 。 涯 然 ， 寺 要 限购 方法 所 得 到 的 结论 
一 般 总 是 比 原 儿 的 结论 肾 些 ， 因 为 极限 过 程 不 能 开 人 保持 严 格 不 每 
戒 的 成 站 。 由 于 随机 年 阵 的 行 和 和 禄 符 ， 国 而 洪 得 了 此 谱 华 径 为 
1， 显 然 e 果 了 的 对 应 杆 p(7') 二 1 的 特征 向 最 。 反 之 , 攻 7e 二 e， 
即 说 即 玉 的 行 和 管 于 主 ， 而 了 及 是非 负 算 取 。 玖 是 随机 算 阵 。 
定理 6.4.4 茶 A4 字 0，o( dm0，z20 有 凡 满 足 
Az= pt A)z 
则 ef 4 4 与 一 个 随机 年 答 相 似 。 - 
证 明 . 舍 >=(zi，2a，…，2n)7， 构 得 对 角 阵 
门 一 diagfzi，2，… Za) 
则 十 于 sz 关 D， 北 万 存在 。 作 短 阵 
T=D (Cp A AD 
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刘 市 于 了 六 0 及 满足 
7e 一 站 ICP(A) ! A De= Din( A)! A 
= lz=e 
放荡 -一 个 随机 和 矩阵 
定理 6.4.5 替 4 为 随机 算 际 ，2 思 1 为 4 的 一 个 鞍 征 什 ， 则 
| 4TsSmin {1 一 mineiy y mas -1} 
证 明 设 b 为 47 的 对 应 于 4 的 特征 向 最 ， 即 满 号 
oT = 一 DT 
中 iAe 二 eH 得 vi Te~uT de 一 Aure。 用 于 Ai 页 zTe= 一 0。 这 意 昧 
着 pw 上 与 e 是 正 变 的 。 记 


CT mings, j= 1] 2 
cfei cas oy Ca)T, A ={0rp ~ ci) A- ec 
则 44. 沪 0。 出 了 wfg=0， 故 有 
ut = A=vu (A -ec yo 
这 意味 车 A 六 4 的 -个 转 征 值 ， 于 是 在 
[ip( 4.) 
而 不 的 所 在 行 和 为 


i 


Yai-e)-1- Se, 
-1 了 = 
这 就 证 中 了 


[4Tspf 4 一 1 一 > =1— 2 minasy 
火 委 的 三 法 可 证 明 
[A A ) = Ema, -1 
i [3 
其 而 还 央 了 定理 6.,4.5。 | 
计 我 们 人 疝 到 Markovr 链 二 求 。 由 于 并 "在 订 柬 的 意 头 上 寅 必 J 了 
圣 统 的 初始 状态 ， 于 以 双 把 它 时 数 初 嫩 构 这 分 布 向 量 。 一 般 情 况 
下 ， 苦 zz 胡 水 上 步 后 邓 统 处 于 状态 s ;的 称 率 ， 则 把 
~ 


好" 一 


外 做 第 个 和 枉 夷 分 布 向 量 。 星 然 也 应 该 满足 
江上 2 Sl 并 一 日 ，1 2 + 


注意 ， 这 里 把 好 * 视 为 行 间 最 。 有 有 时 念 明 到 打 * 的 分 暴 之 和 不 蔡 寺 
1 的 俩 涡 ， 这 时 恒 称 之 为 分 布 向 量 ， 而 赂 法 购 素 两 字 。 

引 理 8.4.6 访 4=( 下 ， 厅 站 是 一 个 彻 态 为 17° ,转移 生 阵 轧 
了 的 Markoy 刍 ， 则 对 一 切 下 整数 有 

了 一 

式 申 末 * 是 行 向 量 ， 趟 第 i 个 分 景 是 上 步 后 过 程 处 村 状态 5; 的 入 
率 。 . 
证 明 ” 设 为 一 士 整数 ， 归 于 过 程 在 第 上 步 处 十 状态 3 ;的 燃 榜 
完全 由 它 前 一 步 所 处 的 状态 s 所 夹 定 ， 因 而 柔 统 从 8 -1 时 泌 的 状 
态 ym 和 转移 至 第 & 时 蓝 的 状态 的 入 牵 为 zi 一 tm; 市 系统 企 & 时 
刻 处 于 拱 坊 sy 的 总 竹 雍 显然 应 为 上 述 谋 率 之 和 


据 此 人 蚀 得 到 引 型 的 结论 。 

在 随机 过 程 的 研究 中 ， 启 咸 兴 趣 的 问题 之 -一 是 过 程 的 平 秘 
性 ， 共 定 关 为 ; . 

定 祥 6.4.7 如果 一 个 Markov 链 4 =C7，9) 满 是 : 

=H?, k=1, 2,- 

则 称 其 芭 关 《〈 狐 率 》 分布 向 景 扣 "是 平稳 的 ， 或 把 芋 !" 中 明和 平 柄 的 
(概率 》 分 布 向 量 。 

例 1. 郑 虑 一 全 假想 的 大 电流 动 问 是 。 消 某 -- 地 区 有 专门 大 
才 41800 人 人， 分 布 在 4，B,，C 三 个 单位 。 每 华人 每 个 单位 把 所 有 人 


省 各 分 5 与 其 它 两 个 单位 交 演 。 今 年 4， 已 ，C 三 个 单位 务 有 
人 才 分 别 为 200 人 ，600 人 ，1000 人 人， 则 曲 年 的 分 布 情 襄 如何 ? 后 
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年 到 您 样 ? 很 多 年 后 务 单位 的 人 口 期 望 值 叉 足 多 少 ? 车 用 a*， 
b*，c* 分 别 用 水 年 后 44， 如 ， 人 二 个 单 入 的 人 才 ， 即 分 布 向 量 为 
了 
这 和 显然 是 一 个 具有 二 状态 的 Markoy 链 ， 转 移 算 了 及 和 始 向 量 分 别 

流 


] 
0 一 2 2 | 
,1 1 | ,, 
T= J) 0 > ,1 (200, 600, 1000) 
2 2 | 
1 1 | 
2 一 2 全 1 


四 此 和 
iil=(800, 600, 400}), i? (500, 00, 700) 
用 归纳 注 可 以 证 明 


Ik Fall fl! | 
1 一 ] 
了 | fl 1 | fi [i 上 2 | 


TI FT i 


因此 六 是 咒 收 化 的 ， 卫 


看 此 订 见 
1 二 mn 600， 500，600) 

它 是 这 个 Markos 链 路 一 的 稳 态 分 布 疝 忆 ， 其 对 问题 的 解释 是 明 总 
No 

例 2， 卷 虑 .全 洗 直 线 作 单位 步 长 运动 的 粒子 。 假 定 粒 子 右 
称 一 步 的 沟 具 为 pp， 丰 移 一步 的 概 旧 为 g。 大 和 根 定 它 只 能 取 有 限 
个 状态 【si， Soy ty Sn } » Stisn 为 器 版。 当 粒 了 予 移 到 端点 
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pia PE 


时 ， 便 尽兴 率 1 返 加 (这 种 情 上 品 时 数 带 反射 璧 的 马尔 科 夫 链 ) 。 
上 上 城 过 程 可 用 一 个 Narkor 链 来 撒 让 ， 其 乱 移 第 省 为 


| 0 1 
| ga 0 pp 
T=， 9 0 
9 0 pa, 
~、 1 0) 


显然 0 之 P17，9g 二 1 一世 。 这 种 链 确 为 随机 游 动 ， 龙 种 壕 很 多 物 
理 现 象 。 了 是 不 可 约 的 ， 后 面 将 对 它 作 进 … 比 的 讨论。 

例 5. 二 人 做 纸 牌 游戏 。 每 个 盒 中 装 有 二 上 张 纸 牌 ， 共 中 是 张 
标 有 “ 赢 ” 宇 ， 一 张 标 有 “和 输 ” 宇 。 用 了 内 谷中 抽出 一 张 ， 沽 是 
赢 牌 ， 妃 便 付 给 一 元 鲁 ! 否则 ，4 村 与 上 如 一 元 线 。 弄 始 之 前 ， 
有 4 有 一 元 钱 ， 市 五 有 二 元 钱 。 代 约定 在 任何 一 方 输 光 了 时， 游戏 结 
束 。 们 我 希望 来 出 他 们 每 人 成 为 谣 匠 的 概率 ; 还 希望 求 出 需要 第 
于 个 牌 登 的 概率 ， 也 就 中 在 第 记 欧 摘出 纸牌 后 ， 他 们 二 大 手中 都 
还 有 钱 的 概率 。 

我 们 把 4 作为 研究 的 导演， 闻 寺 中 的 镑 作为 状态 。 酝 自 状 地 
列 出 所 有 了 的 状态 ， 

3 一 中 无 有 鳃 1 5, 一 4: 和 71 元 钱 ; 

5 一 委 上 有 2 元 钱 ; 5 ,一 A 直人 3 元 欠 ; 

ss 一 4 有 有 4 涡 钱 ， 即 本 人 人 部 的 钱 之 和 。 
出 此 可 得 到 状态 转移 短 陡 为 


1 2 
3 0 3 全 0 
1 2 
n 3 0 3 品 
上 
2 | 
0 0 9 0 3 | 
0 Q 0 各 了 
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- 这 种 不 朋 思 党 的 描述 不 一定 是 最 方便 的 。 车 把 状态 的 舌 序 改变 
为 ， 


s1 一心， sz 一 4， 3 二 S14 二 22， $6 二 3 


则 转移 生 阵 为 
| 0 0 0 
0 ] 0 站 站 
1 
| 2 
| 3 oa 0 [If 0 
| 1 2 吧 | 
nN 人 0) 3 作 本 
2 | 1 
! OD 本 和 3 0 


可 见 下 是 一 个 可 约 蝗 隆 。 象 在 例 1 中 所 艇 的 一 样 ， 可 得 到 


7 0 
kk 
"| ‘Cip c+ | 
= 


琵 牙 ，n(CJ<T， 故 右 


limC*—0 
点 二 T 
7 8 
只 一 1 
Tim SOB= (7- 人) 有 一: ;| 3 2 | 
-| 15 
1 14 
” 1 0 0 0 0 
| 0 ] 0 0 0 
了 员 1 
1 5 13 ?9 0 2? 
lim 7 一 : 3 
oy 1 二 i 
15 ‘15 °° 0 0 
1 
| 
| 1 
i 0 0 90| 
15 i 


Fe 


由 于 开始 时 ，-4 处 于 和 状 态 ss， 因 桓 Markor 链 的 初 态 为 
m0, 0，, 1， 0 ， Dy 
据 引 | 理 6,4.6， 有 


了 8 
— To * | 一- 一. 一 -一 1 
= lm jim -( 15 » 15 了 Cs, 0;, 0) 


它 是 上 二 《了 ， 和 在 信 有 有 由 由 此 可 以 看 出 ， 攻 最 后 成 为 
赢家 (处 丁 状态 ss。) 的 概率 为 ， 已 ， 市 最 后 成 为 输家 【处 于 状 


于 * )》 的 构 率 为 - 府 -。 知 要 使 这 种 游戏 无 休止 地 进行 下 去 。 则 44 


处 于 状态 ss ，3+ ，ss 的 概率 总 和 不 能 为 零 。 而 从 黎 态 分 布 向 量 来 
和 看， 这 种 游戏 不 会 无 休止 地 进行 下 湛 。 内 于 


Cs 一 


办 而 9 次 抽 牌 后 ，4 不 可 能 处 十 状态 53 与 53s， 处子 状态 5 的 概论 
(也 就 是 需要 第 10 个 牌 盒 的 枉 球 ) 为 (-- 3 ) 一 0.026。 

通过 上 汪 的 几 个 情 子 ， 对 Markor 链 有 了 赤 的 了 解 。 现在 回 
到 状态 集合 为 {1s.，ss， sn ,转移 年 陈 为 了 的 一 般 Markor 链 
上 来 ， 帮 对 状态 之 间 的 关系 引入 下 壕 黎 念 : 

定义 6.4.8 如 果 于 考虑 的 过 程 经 过 有 限 步 之 后 可 其 状 驴 st 
转 称 到 状态 *;， 划 称 从 s ;到 s,; 休 道 进 ， 记 作 s ;一 sj。 如 果 3; 到 s， 
有 通道 生 3j 浏 s ;也 有 通道 , 则 称 s ,与 s 是 开通 的 , 记 作 s， < 全 si。 

状态 之 问 的 近 通 关系 是 等 价 其 系 ， 因 而 可 将 状态 集合 按 这 一 - 
等 价 和 进行 分 类 。 有 了 这 些 构 念 ， 便 可 引入 ; 

定 尽 6.4.9 我 们 把 一 个 Markor 链 视 为 几 百 通 美 能 划 分 的 车 
价 类 。 所 请 从 类 a 到 类 有 已 痢 通 道 【《 记 作 ec 有 户 ) ， 指 的 是 存在 
sita sit 尼 使 得 ssys 如 果菜 一 类 与 共 它 的 类 都 无 通道 ， 则 
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称 之 为 颖 类 (finai elass) 。 如 打 线 类 只 包 合 单一 的 状态 ， 则 
称 该 状态 为 吸 站 态 (absorbing siate) o 

从 上 述 定 闵 可 知 : si>8i 当 且 仪 当 存在 自然 数 上 ， 使 得 
(Ti 之 0; 装 态 s; 是 吸收 态 ， 其 充分 必要 牺 件 是 ii ;二 1。 

著 了 是 可 约 的 ， 则 一 定 存 在 里 换 阵 已 使 得 
Ty, 0 …0 


PTP7=| Tz: 0 


1 
其 中 对 角 块 械 ; ;是 方 阵 且 是 不 可 约 的 或 是 1 x1 的 0 。 每 个 对 角 块 
;对 应 于 Markov 链 的 一 个 类 (为 什么 ? ) Ti 对 应 的 类 是 终 
类 ， 共 充分 必要 条 和 件 为 7 i; 二 0， 7 二 1，2,…;i ~1。 类 PTPT7 的 
块 三 角形 可 以 看 上 出， 每 个 Markor 链 至 消 有 一 个 终 类 。 由 于 不 可 约 
朱 阵 的 块 三 角 诬 式 中 含有 一 - 块 (根据 定义 )， 歼 它 所 对 应 的 
Markov 竹 内 有 一 个 等 价 类 .也 就 是 说 : 一 个 Markor 链 只 有 一 { 终 ) 
类 ， 其 充分 必要 条 件 是 了 为 不 可 约 的 。 

定义 6.4.10 对 状态 s; 来 说 ， 著 存在 s, 德 得 si 一 si， 但 sy 六 
si1+ 也 就 是 说 s; 有 到 sj 的 通道 而 没有 sj; 到 s; 的 通道 ， 则 称 s 1 为 峰 
态 (transient stafe) 。 否 则 ， 便 称 s; 为 通 历 态 {ergodic 
stafeyusi 汉 玫 上 押 态 的 充分 必要 条 件 是 ， s ;sj 昔 售 着 sisio 

从 定义 6.4.10 可 知 ，Markov 链 中 的 基 一 类 ， 如 果 有 一 个 状态 
是 豚 态 (到 历 态 ) ， 则 该 类 中 的 所 有 状态 都 是 胜 态 (还 历 态 ) 。 

定义 8.4.1] 由 互通 关 灯 在 MarkoY 链 的 状态 集合 上 所 导出 的 
类 g， 如 果 包 含 一 个 上 胜 态 ， 则 称 为 胖 态 类 。 如 果 包 售 一 个 还 历 
” 态 ， 便 称 之 为 下 历 类 。 因 而 , a 是 下 历 类 的 充分 必要 和 象 件 为 4 是 终 
类 《请 读 填 证 明之 ) 。 

作为 这 些 概念 的 一 个 说 明 ， 例 1 及 例 2 中 的 每 个 状态 都 是 通 
历 塞 ， 国 为 它们 的 转移 算 阵 都 是 不 可 约 的 ， 这 本 个 Markov 链 各 自 
构成 单一 的 通 历 类 。 而 俩 3 的 情况 就 不 同 了 ，s1 与 ,是 吸收 态 。 
也 就 是 说 ， 当 4 没有 钱 或 有 了 4 元 钱 时 ， 游戏 惯 中 止 。 因 而 
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51 上， {ss} 古 汕 个 带 历 类 。s3， si 都 是 瞬 态 ,集合 {1ss， 
Sear 35 } 构成 一 个 瞬 态 类 
例 4， 考虑 … 个 Marko* 链 ， 其 转移 利和 隆 为 


1 
[2 .0 0 3 0 0 
2 ] | 
0 3 3 0 0 0 
1 1 ] 1 | 
r= 3 12 3 4 0 9 
| 
1 1 ; 
也 0 0 2 0 0 
0 0 0 国 I 0 
0 - 0 0 0 1- 
、 2 
置换 2，4 行 与 2?，: 列 ， 恒 得 
了 
2 2 0 0 0 0 
1 ] 
3 0 0 0 0 
1 1 1 1 
者 
1 2 
1 0 $3 3 0 0 
0 0 0 0 1 0 
1 1 
. 0 0 0 2 0 2 


可 见 状态 si ， 和 sr 十 通 二 坟 ， 大 ss 是 一 吸 状 态 。 MISsss S41 
56 是 有 瞩 态 。 因 市 {531， s:}， {sss} 是 静 历 类 ，1{ss; sa}s 
15s} 是 瞬 态 类 。 注意 ， 这 里 s， 十 经 过 医 换 后 的 状态 。 


re , PR ， 


定义 6.4.12 如 果 一 个 Markov 链 是 由 单一 的 通 居 上 类 构成 ， 则 
称 之 为 逼 历 的 Markov 链 。 刀 果 在 国定 的 其 一 步 R，Marko* 链 的 任 一 
状态 部 能 下 一 个 大 于 芍 的 概 秦 转移 到 尾音 其它 状态 ， 则 称 之 为 正 
则 链 。 如 果 一 不 链 是 亲历 的 旦 是 非 正 则 的 ， 则 称 之 为 周期 链 。 

旦 然 ， 于 则 链 是 通 历 的 ， 而 通 历 链 二 未必 正 则 。 例 如 坏 移 钊 


际 为 
7-[ 


的 链 是 通 历 的 ,但 人 它 订 是 正则 的 ， 因 而 是 周期 的 。 

定义 6.4.15 游 一 个 链 的 得 个 融 历 类 都 是 由 单个 绩 收 状态 构 
成 的 ， 则 称 之 为 咀 收 链 。 

下 面 我 门 要 用 前 面 介绍 过 的 非 负 抹 阵 ， 对 Marhor 链 进 行 分 

定理 6.4.14 设 i 二 {1 ， 六 中 是 Warkos 链 ， 测 

(1) zz 是 避 历 的 己 衬 7 为 不 可 约 短 阵 

(2) 是 正则 的 二 之 六 为 内 矩阵 

(3) 天 是 周期 的 志 宇 了 是 栗 可 的 的 循环 东 . 阵 ， 动 循环 指数 
1], 

证 明 (1) 在 窟 交 6,4.10 之 前 的 一段 说 明 中 汉 得 乔 , 1[ 放 : 
Markoy 纵 内 有 一 个 终 类 的 无 分 必要 条 件 为 是 不 可 约 的 。 据 定 
区 6 .4.12， 即 知 (1) 成 立 。 

"2) 向 于 一 个 链 是 正则 的 天 要 条 件 为 :， 7 “ 守 0。 因此 据 染 全 
深 的 定义 知人 2) 成 下 。 : 

(3) 是 定 久 6.4.12 玉 定义 6.3.10 的 点 接 结果 。 

据 定理 6.4.1f， 例 1 中 的 链 是 正则 的 ， 例 2 中 的 链 是 循环 
的 。 下 面 定理 给 出 了 Makor 链 的 平稳 概 柴 分 布 向 量 的 存在 性- 

定理 8.4.15 ” 任 : 一 Markor 链 都 有 一 个 平稳 手 率 分 布 向 量 。 

证 明 ” 设 转 移 和 市 阵 为 了 ， 则 六)=1。 据 定理 6.2.9， 丰 在 
-个 行 疝 量 0 捷 > 之 0 清 足 xf =<。 对 * 作 标准 化 后 得 
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山村 对 所 有 的 中 部 有 有 
1 一 有 7 
因 死 上 吉 尊 就 是 该 Warkor 链 的 平 格 丢 吾 分 布 疝 量 。 

下 枉 我 位 册 秆 阵 关 的 特征 来 到 划 Meaakor 链 的 基本 类 型 。 

定理 8.4,16 随机 和 所 阵 沁 是 是 一 通 历 3Markor 畦 的 转移 封 财 ， 
共 友 分 必要 条 什 是 ， 

(1) 以 1 为 革 单 特征 值 ， 

(2 存在 一 个 行 向 量 *>>0 使 得 

x =x 
芋 上 上 述 x 除 了 个 正 倍 区 外 是 瞧 一 的 。 

证 本 这 个 定理 需要 用 到 不 可 约 乞 阵 的 如 下 结 族 。 

引 理 6.4.17 类 陆 4 守 0 是 不 可 约 蒜 阵 的 充分 必要 和 条件 ， 
Pd 中 4 的 单 特征 值 ， 且 

few sm0 dx=p(tA)x } 

这 个 引 理 的 证 明了 略 。 有 闪 直 的 让 基 可 基 了 隐 & .Dermaun 等 的 其 作 : 

CPA2Y 。 

定理 6.4.16 的 证 胃 。 据 机 蝴 6.4.17， 了 是 在 可 欧 的 ， 上 其 充分 
必 到 和 荣 件 是 : 1 工 为 也 的 单 畦 征 箱 ， 才 县 了 具有 对 证 于 特征 乱 1 
反 的 杰 特 征 和 耐量 x。 另 湛 扒 论 5,3.9， 辣 的 任何 与 1 对 应 的 左 特 
征 列 基 上 稍为 x 的 一 个 人 情 数 。 而 定 粤 6.4.14 的 (ID 则 表明 了 的 不 可 
纪 是 源 历 链 的 充分 必要 条 件 。 

下 天 的 结论 是 定 奋 6 .4.15 及 定理 6.4,16 的 证 接 挫 论 。 

推论 6.4.18 Marknr 链 是 通 历 的 ， 其 充分 必要 条 件 为 它 有 叭 
一 的 正 的 平稳 役 率 分 布 癌 量 。 

定 碍 6.4.T6 把 时 历 的 Marfov 链 与 矩阵 六 的 特 企 联 季 了 起 米 。 
填 么 正则 的 Markor 链 ， 其 转 称 给 陈 语 询 畦 征 灾 邵 何 昵 ? 为 回答 这 
个 问题 ， 先 给 出 一 个 引 理 。 
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引 理 6.4.19 不 可 约 的 非 负 什 阵 ,1 为 大 息 阵 的 充分 必要 条 

件 呈 

SAY pl A) 
共 中 GinaxT1aaeefg NY, Assof 4) } 
这 里 ot 4) 去 示 4 的 特征 值 的 集合 。 

证 明 ”所 Tobenius 定 理 知 ， 不 可 约 短 阵 .4 室 0 为 奈 录 阵 的 充分 
必要 条 件 是 ;A 的 特 环 指数 有 =1。 也 就 是 说 ，A4 的 所 有 蛙 征 值 
中 ， 其 模 锋 了 pl 4) 的 特征 慎 入 有 P(A)， 具 5(4) 寺 P(A)。 

定理 6.4.20 随机 矩阵 全 为 基 - 正则 的 Markov 链 的 转 称 矩 
阵 ， 其 光 分 必要 条 件 是 党 理 6.4.16 中 的 ( ，(2) 成 立 ， 扫 其 于 
条 和 件 

(3) ST 1T。 

证 明 由 地 正则 链 是 通 上 恤 的 ， 所 以 把 定理 6.4.16 与 引 理 
6.4.19 结 人 台 起 米 ， 恒 证 得 定理 6.4.20。 

型 时 坚 问 局 期 Warkoy 链 的 转移 矩阵 有 什么 特征 ?7 则 有 结论 ， 

定理 6.4.21 随机 矩 阵 了 为 某 - Markor 链 的 转移 矩阵 ， 共 充 
分 必要 条 件 是 定理 6.4.16 中 的 (1) ，{2) 成， 青草 上 条 件 

(4 存在 候 换 阵 严 ， 使 得 


一 

"~ 
加 

ed 


0 0 人 | 

0 0 一 
共 中 >1， 对 角 线 上 的 块 古方 的 。 

证 明 Markor 链 为 周期 的 充分 必 权 条件 是 :了 是 不 可 约 的 帮 
索 生 阵 。 末世 所 Fiobenius 放 理 有 产 六 1 肥 在 单位 阁 上 和 有 大 个 特征 
根 。 

定义 6,4,22 若 Markor 链 是 周期 的 ， 旭 把 基 转 移 和 给 阵 了 的 循 
环 指数 8 做 读 链 的 周期 。 
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如 暴 … 个 Markev 链 是 周期 的 。 那 么 读 链 所 描述 的 某 肤 纺 赫 基 
站 和 状态 处 于 与 了 ,相应 的 状态 保 合 ， 则 下 -时 到 将 处 于 与 了 ,+: 相 
应 的 状态 集合 ， 这 里 i 一 1，2，…, 记 -1。 如 果 在 荣 一 时 到 处 于 
雪 7 相应 的 状态 集合 ， 下 一 时 列 将 转移 到 与 了 :相应 的 状态 集合 
中 去 。 因 而 上 述 过 程 周 而 复 始 的 入 环 【《 请 读 考 考虑 PT2P7) 。 

任 :- 个 具有 mm 个 状态 的 Marsov 链 , 仍 著 它 其 有 r 个 贺 历 类 ，.9 1， 
So 等 个 通 历 法 59 ;有 1 个 状态 ， 则 该 链 夺 机 加 王宫 十 好 * 十 
… 寺 fi 个 通 历 态 ， = 一 和 个 肢 态 。 我 们 飞 知 道 访 链 的 转移 答 阵 
7 可 层 换 成 如 下 形式 


T a 1 1 
PT PT= Ts Ts | 
CT Ts 


据 定 叉 各 .4.9 下定 区 6B.4.11 知 |， 与 了; :相应 的 - 奖 是 终 类 的 充分 必 
要 条 件 是 : 人 =0，7 一 1，2，…，1 一 1。 而 一 个 类 旺角 历 类 的 
充分 必要 条 件 是 : 该 类 为 终 类 。 因 而 前述 转 移 知 阵 总 可 置换 成 
:DI | 
oD | 
0 oD | 
.BB 也 CC 
其 中 五; 是 相应 于 类 Si 的 #0 < 和 阶 不 可 约 阵 全 一 1，2，-…，r)， 
己 为 1 院 万 阵 ， 它 相应 的 状态 崩 为 瞬 坊 。 与 转移 妹 阵 全 相 疏 的 上 
壕 形 式 电 做 卫 的 标准 形 。 例 4 中 给 出 的 了 矩阵 就 是 一 个 标 次 形 。 
如 时 要 问 :， 转移 矩阵 开 的 标准 展 有 什么 应 用 ? 同等 是 定理 
6,.4.24。 为 此 ， 寻 给 出 一 个 引 昨 。 
引 理 6.4.25 苍 随 机 笔 阵 卫兵 石 标准 肛 式 (* )}， 则 有 
PC 1 
证 明 谈 
D=5iagst Di, Ds D,) 
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i; i 


于 是 有 


Dt 0 
1 =| Bk | 


漆 中 如 (好 是 由 如 人 二 (如 ， 玫 gs) 及 五 所 确定 的 奸 
了 竺 。 由 于 和 企 间 的 脖 态 必须 在 有 限 此 《比如 在 及 步 ) 之 四 转移 到 基 
个 裔 历 态 ， 南 瑟 生 请 中 的 短 一 行 至 少 有 … 个 正 元 ， 从 而 扬 行 的 最 
大 行 和 S9<1， 据 定理 6.3.15， 有 PC)<T。 

定理 86.4.24 一 :个 随机 组 阵 能 作为 某 个 吸收 Markos 链 的 转移 
短 隆 ， 共 充分 必要 条 他 是 它 能 被 由 换 成 妇 F 下 形式 


-7 0 
pe 
{th POY)<1o 


证 明 据 暖 收 的 Warkov 链 的 定义 ， 每 个 融 历 类 都 是 由 单个 的 
吸收 态 所 构成 。 因 式 (* ) 中 的 厂 , 一 (1)。 利 用 引 理 6.4.23， 便 得 
定理 的 结 1 论 。 . 

例 3. 中 的 链 就 是 一 个 吸收 链 ， 所 给 出 的 7 就 具有 定理 
6 .4.24 所 示 的 标 淮 腑 式 。 

前 面 我 门 敬 起 了 一 个 Narker 迁 的 分 类 与 它 的 转移 第 阵 了 之 间 
的 闫 条。 部 么 它 的 在 称 骸 球 分 布 疝 量 又 是 不 样 的 呢 ? 有 下 述 定 理 
给 出 癌 管 。 . 

定理 6.4.25 -全 Nator 链 的 每 个 于 用 类 5 ;， 相 应 地 都 存 
在 一 个 唯一 的 平 弥 慑 素 分 布 疝 是 1; ， 关 日 .1 具有 如 下 性 质 : 行 
全 基 开 /在 与 S ;的 状态 租 对 应 的 位 置 上 有 下 元 类 ， 而 其 它 的 元 素 
鳃 为 乱 。 于 外 ， 读 链 的 所 有 平稳 叙 挛 分 布 向 晤 总 都 可 表示 为 请 平 
稳 慨 率 分 布 身 最 fi 的 一 个 西 组 会 ， 纯 

{= S41,, 70, 二 一 1 
共 中 > 是 ee 的 台历 类 的 个 
证 明 设 7 为 所 葵 虚 的 Markov 的 要 各 类 际 。 不 失 一 般 性 ， 
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假定 它 县 省 ( * ) 扬 示 的 标 礁 形 。 有 又 设 0[ 门 是 该 链 关 于 状态 转移 
提 阵 喇 ， 叭 一 的 正在 稳 箱 率 分 布 向 晶 ， 这 里 了 一 |， 2， ey Fy 
据 扒 论 6,4,18， 这 样 的 向量 是 存在 且 瞧 一 的 。 于 是 下 到 rr 个 n 维 向 
Hi=(8(1), 人 站， 日 0) 
i ,=(0, (2), DD, 0) 


万 ,=(0， 0; 0, 2, Ofr), 0) 
是 线性 无 基 的 平稳 构 率 分 布 向 量 。 显 然 它们 的 任 一 目 组 合 仍 是 王 
稳 构 华 分 布 向 最 。 留 下 来 的 是 证 明 ， 该 Markov 链 的 任 一 王 稳 松 率 
分 布 疝 量 
N=(21y 22) Er Fr+1) 

挪 能 表 寺 成 并 i(i 二 1，2，……r) 的 一 个 耐 组合。 圭 述 向 量 全 的 分 
雇 是 与 了 的 标 淮 形 一 笋 的 。 首 先 可 知 

2rtiC 一 人 rr 寺 1 
引 理 6.4.23 告 诉 我 们 ，p(C )<1， 故 工 不 是 C 的 转 征 值 ， 因 此 只 
人 zr +41 二 0。 而 对 枉 意 的 i 二 1，2，…'，r， 及 有 

zDDi 2: 
后 所 定理 6.4.16， 买 有 

zi oti) 1 一 1，2，， ra 0， 

由 于 行 向 景 杂 及 06iDG1，2，…， 站 的 行 元 素 之 和 等 于 1 ， 
页 看 

. Ea; == 工 
从 而 证 明了 殖 是 诸如 ,的 一 个 本 组 合 。 

非 负 抵 阵 的 理 诊 对 研究 型 - 引 阵 有 很 大 的 帮助 。 但 我 们 这 里 

介绍 的 只 蚌 一 个 褐 步 知 识 , 对 暴 正 地 去 到 划 计 H- 和 矩阵 还 是 不 能 的 。 
限于 篇 福 ， 只 好 把 村 -第 阵 及 共 在 系统 工程 上 的 应 用 赂 去 了 。 
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第 五 节 习 题 


1. 误 02x 闻 0，4>>0， 证 明 4x>>0。 

2。 结 出 一 个 0 A 宇 0 及 03 寺 x 宇 0 仿 得 Ax 一 0。 

3-. 设 4>0， sz 字 ww， 证 明 Az 这 Aw。 

4。 区 对 一 切 x 字 0 都 有 Ax 字 0， 试 证 4 窑 0。 

85。 车 A 字 B20， 试 Ep AD 字 p(B)。 

6. 用 2x2 的 矩阵 说 明 p(.4B8) 志 pCA)p(B) 布 是 总 能 成 


7， 设 


求 6(- 和 及 lim (P(A) 1 A)"。 

8 设 4eRnx*《【《 不 必 是 非 负 和 矩阵 ) ，2 >>0 为 4 的 一 个 单 竺 
征 逢 ， 有 内 4 的 甘 它 nn-1 人 个 征 转 从 的 模 都 小 于 4。 证 明 极 
限 lim(47! 4)" 不 在 。 蔡 #8 为 A 交 对 应 于 4 铀 本 一 特征 向 最 ，xx 为 


-和 的 对 麻 于 4 的 任 一 性 征 向 量 。 证 明 
lim (A 1 A = xT) yx 


9， 给 定 撼 阵 


1 -3 3 
4-| $3 -5 3 | 
6 -6 4 


又 知 它 的 畦 征 多 项 式 为 (442)? (4- 科 ,利川 习题 8 计 
in (4)。 

10。 设 AeC"**，4 为 4 的 k 重 特征 各 ，m 守 1。 证 明 ， 
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{1 4 是 24" 的 特征 值 。 
(2) 4" 作 为 4 的 特征 逢 ， 鞭 重 数 不 小 本 Ra 
3 pf42) 一 [PC 
11， 若 4 为 未 算 阵 ,4 为 A 的 仁 一 具有 正 特征 向 最 的 特征 屏 ， 
证 明 4= 二 pt A)。 


12， 褒 
‘0, 8 
0 4<| ]， 0 seRaxr ,DeRix， 
< 0 0,. “ “ 


入 BC 与 CP 均 为 正 引 降 。 试 证 ; 

(1 oC BC)=n( CB})=o( A): 

(2) (pl A) 1.4)* 是 办 届 获 的 ， 日 棋 限 Bm{ PCA 1 A)?* 的 
轶 为 2。 

斌 求 极限 im 人 A To 


13 将 4 是 不 可 约 的 非 负 隶 阵 ， 忆 a 之 0。 试 证 训 a; 4 也 是 
产 
不 可 约 的 。 
14， 证明 记 有 崇 算 阵 静 是 不 可 约 的 。 
15， 蔡 4 关 0 是 可 约 的 。 试 还 存在 次 换 短 陈 ,使 得 
本 1 


PAP’= 4 本 ss 


A 4 
其 中 4; 1 为 方 阵 ， 比 是 不 可 约 的 ， 或 为 1 x1 阶 的 将 此 和 诺 。 
16. 菏 有 4 是 不 可 约 的 。 试 证 
Ds Ny ry 
17, 东 x 之 0 为 不 可 约 第 阵 加 实 0 的 特征 向 景 ，4 守 0 与 如 可 换 ， 
有 划 AB= 有 A。 让 证 x 也 是 .4 的 一 个 特征 癌 量 。 
18， 阁 / 守 0， 试 证 
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站 (和 4)> p( A) 
其 中 等 起 成 站 的 充分 必要 策 伯 是， A 与 7 甘于 畦 征 们 pl A) 相同 
一 个 特征 向 基 。 
19， 天 4 全 0 是 不 可 弘 的 。 证 一， 当 4 上 1) 时 有 【47 - 
-47 i006 
20， 计算 下列 年 阵 


的 特征 值 ， 共 中 
s-[ 6] + c=[, 4] 


21. 将 下 列 和 矩阵 


:1 2 0 0 3 | 
i 0 0 4 站 [| 
4=| 0 0 0 2 9 
10 8 0 0 0 
‘4 0 0 0 0 


化 成 可 蚁 15 中 的 形式 ， 天 求 出 谱 牢 径 p( 4)。 
22. 车 4 守 0 为 不 可 约 扩 阵 。 还 明 ， 极限 
lim( pl A < 
存在 的 充分 必要 条 件 是 .A 为 不 答 阵 。 
23、 车 忆 是 一 个 随机 从 隆 。 证 明 ， 极限 
lm 天” 
存在 的 充分 必 村 条 件 是 : 号 的 坚 征 值 满 是 141 一 1 意味 次 4 一 1。 
24。 车 4 六 0 是 不 可 约 答 阵 。 证 明 ， 等 式 
~ 00 ~ 


limfC A™)i i 人 一 PC4) 


上 成立 的 充 要 条 促 是 4 为 素 夭 阵 。 
25， 设 4 之 0 是 nxn 阶 的 素 短 阵 ，x 为伍 一 正 疝 有 最， 定义 


一 站 
x{r) = Ax'” 1 一 rw 》 


gr 十 1 
A, 一 max ET A =min 本 
Li - {ry 3 ‘Fr fr 
1 i1<i<n 


于 A AE 

(2) 序列 7 上 与 4. 了 对 任意 的 x ?都 收 侣 于 pl.AD) 的 充 
分 必要 条 件 为 ，4 是 内 和 矩阵。 

26， 对 年 阵 4 来 说 ， 若 不 存在 去 换 阵 已 与 名 使 得 

P4Q@= | 3 0 | 
Cc DD 
则 称 4 为 完 圣 不 可 约 和 的 ， 其 中 8 与 轧 为 方 阵 。 试 证 : 

(1) 4 为 完 至 不 可 约 的 分 充 必 要 条 件 是 ， 对 荣 个 置 机 阵 卫 ， 
疡 4 是 不可 约 的 ， 用 主 对 角 线 上 有 非 需 元 。 

(2) 壤 4 安 0 是 完 双 不 可 的 的 ， 则 4 是 素 和 从 阵 ， 但 相反 的 结 
论 不 些 成立 。 

27， 给 出 两 个 可 约 第 阵 共 积 为 下 第 阵 了 y 再 给 出 两 个 素 和 矩阵 其 
积 为 可 约 短 隆 。 兰 证 明 非 负 完 杂 不 可 约 生 隆之 积 仍 是 完 双 不 可 的 
启 ! 阵 。 

28， 指出 下 询 第 阵 中 哪些 是 完全 不 可 约 的 ? 哪些 是 案 和 类 阵 ? 
哪些 是 循环 全 阵 ? 循环 指数 是 和 多少” 哪些 是 可 约 矩 阵 ? 


0 1 1 0 9 1 0 
4,=| ， 1] | ,4.=[ | 1， 4 0 1 
1 0 0 

0 0 1 o 1 0 

.| 1 |， .= 1 ! | 

1 0 0 0 1 0 
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DO 1 0 0 1 1 0 日 
0 0 50 1 10 1 1 0. 
A = ， 4;= | : 
. 10 0 1 0 .0 0 1 1 
1 9 0 0. ‘0 0 41, 
1 0 0 1 0 0 0 1- 
0 1 1 0 |o 0 1 0 
A oo 1 1 0 71 1 0 oo， 
\1 9 0 1 1 0 0 0. 

r0 0 1 0. 

0 0 1 1 

A 1 0 0| 

0 1 0 0 


29 . 车 4220 的 关 于 谱 竺 径 af .43 的 特征 商量 是 下 的 。 试 证 ， 
妈 的 所 有 满足 141=of4) 的 特征 值 4 对 应 的 初等 因子 都 是 … 式 
的 。 

捉 示 ， 先 苞 随 机 钙 阵 证 明 这 一 结 认 。 
30， 江 PP,， 邦 足 随机 托 虎 。 证 明 :， 对 储 容 的 ActD, 1]， 


A 忆 十 {1 一 4 也 是 随机 理 隆 。 从 御 说 明 随 机 械 阵 的 集合 是 R"*" 


中 的 凸 集 。 

31。 考虑 - -个 挑 硬 币 的 过 程 : 每 …… 苞 殉 起 两 校 穗 二，s) 代表 
癌 时 出 现 正 面 ，ss 代 形 出 现 一 下 一 记 ，3s 代 表 同 时 出 现 度 面 。 

(1) 证 明 这 是 一 个 Marko* 和 过程 ， 拜 给 出 转移 托 阵 了 。 

(2) 和 如果 在 某 式 朱 思 中 岗 现 了 两 个 瑟 面 ， 试 问 三 或 之 后 出 现 
两 个 反 醒 的 概率 是 多 少 ? 

(3) 对 该 Markor 链 的 状态 作 一 下 分 类 ， 即 指出 哪些 状态 是 沽 
历 态 ， 哪 些 状态 是 用 态 

2 车 ?7 为 amv 铸 的 非 奇 蜡 的 转移 矩阵 ， 7 空 9。 试 
证 7-: 也 是 其 一 Matkov 链 的 转移 矩阵 。 

33. 者 了 与 了 :都 是 Markor 链 的 转移 抵 阵 。 试 证 了 是 一 个 置 
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ra 


换 旺 。 
34。 鸯 个 Marko: 链 的 转移 逢 阵 分 别 为 


0 1 0 0 0 ~ 
1 1 1 
0 9 
1 1 
2 2 0 0 0 ] 
.0 0 0 1 0 | 
1 1 
3 2 0 0 0 
2 ] 1 
-3 们 6 -8 
7' ,= | 
1 1 
0 2 一 人 0 0 
| 1 0 0 0 0 
0D 0 1 0 0 7/ 
(1) ， 妨 定 每 个 链 的 通 太 驴 及 瞬 态 。 
{2 确定 每 个 转 称 皇 阵 的 如 下 标 淮 彤 : 
-D1 | 
i0 DD, 
- 0 0 
; ;站 
-BI BB, CO- 
35. -基本 为 一 Markoy 链 的 转移 朱 阵 ， 问 译 
1 1 
P=- (+17) 
斌 证 ， 邓 与 盏 有 相同 的 还 历 态 及 时 态 。 
36， 考虑 有 下 面 转移 年 阵 的 Markor 链 ，: 
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”1I 
一 一- 用 
:2 3 
= 
|! 1 0 0 
。 0 1 0 


(1 证 组 该 链 是 正则 的 。 
(2) 利用 如 了 = 刀 及 zz 十 Ts 十 Xa 三 1 求 出 读 链 的 在 稳 爸 素 
分 布 向 量 。 | 
(3) 求 出 Llim dt 。 
37， 指出 贞 下列 息 阵 为 转移 拭 阵 的 Marker 链 中 ， 嘻 些 是 通 历 
链 ? 哪些 是 正则 链 ? 哪些 是 周期 链 ? 哪些 是 吸收 链 ? 
1 1 


a To 1 [机 

1 二 ， ;= 1 1 
1 1 2 2 
1 2 2 ) 

i ‘0 1 
oa 0 | 
”i 0 0 ,1 .1 , 
\ 1 0 心 | | ~、 2 2 2 
1 1 1 

0 Ts 1 73 3 
1 1 1 
?0 2 9 4 
-一 
0 0 1 0 0 
1 
2 0 Ys» 0 0 
0 0 0 0 1 


38， 将 习题 37 中 的 转移 拒 阵 化 成 标准 形 。 
39。 证 明 ， 每 一 个 概率 分 布 向 量 了 了 都 能 找到 一 个 正则 的 


信物 和 


嘿 


nrkov 链 ， 以 刀 为 共 吾 稳 概 伴 分 布 向 量 。 
40， 个 arkov 链 的 转移 给 阵 为 了 ， 并 兮 
了 一 人 £9 ) 
还 本 下 述 结 论 域 站 ， 或 不 三 并 时 给 出 反例 。 : 
{1} 才 s， 是 县 态 旦 对 某 一 个 me 台 有 “全 守 0; 期 sj 让 一 个 坚 


[ee 
(3) 者 7 与 7 都 是 正则 链 的 转移 岳 陈 ， 则 了 :7 也 是 一 正 
多 链 的 转移 眠 陡 。 

(4) 全 了 局 (3 所 设 ，Ze(0，1}) 众 阵 


下 一 有 了 人 


也 为 “上 上 则 链 的 转 秒 村上 阵 。 
41， 苇 具 有 PH 个 状态 的 糯 则 Mnkov 链 的 转移 箔 于 沁 是 双 随 所 


> 、 i -ar 
- 征 阵 ， 则 恋 链 的 下 稳 最 牵 分 布 向 量 的 每 个 元 壳 部 为 -， 。 


可， 医 由 有 # 个 状 坊 的 Ma ks 链 的 转移 拢 谋 为 也 。 试 让 : 
{1) 恋 链 是 避 历 链 的 充 要 策 件 征 ; 以 


力 忽 移 昌 让 的 链 呈 正则 的 。 
(2 这 | 时 这 "0。 
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